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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Στις επόµενες σελίδες ϑα προσπαθήσουµε να ϱίξουµε λίγο ϕως σε
στοιχειώδεις έννοιες από διαφορετικούς κλάδους των µαθηµατικών.

Αυτός ο κοινότυπος στόχος όµως ϑα επιτευχθεί µέσα από µια πο-
ϱεία εξέτασης και διερεύνησης αντίθετων, αντίστροφων εννοιών, α-
ντιπαραδειγµάτων, αρνήσεων και γενικά µεθόδων κατά κανόνα ῾῾µη
ενδεδειγµένων᾿᾿ ως ϐασικών για την κατανόηση και εκµάθηση µαθη-
µατικών εννοιών.

Στη ϐιβλιογραφία συνήθως οι παραπάνω τρόποι χρησιµοποιούνται
ως δευτερεύοντες και ϐοηθητικοί ή συµπληρωµατικοί για την αποσα-
ϕήνηση της ῾῾καταφατικής᾿᾿ ϕύσης των ορισµών και των προτάσεων.

Αυτή η κατάφαση είναι που πολλές ϕορές µπερδεύει και δίνει την
εντύπωση πως έχουµε καταλάβει πλήρως µια έννοια, η οποία ορίζεται
πάντα ως εξής :

∆ίνεται λεπτοµερώς η εξήγηση για το ῾῾τι είναι ένα αντικείµενο᾿᾿, για
το ῾῾πότε συµβαίνει ένα γεγονός᾿᾿. ∆ε µας λένε όµως ῾῾πότε δεν είναι᾿᾿,
῾῾πότε δεν ισχύει κάτι᾿᾿ ή ποιά είναι η αιτία που δεν ισχύει.

Η δυσκολία καταννόησης απορρέει από το γεγονός πως όταν αλ-
λαξουµε - έστω και στο ελάχιστο πολλές ϕορές - τα δεδοµένα µιας
υπόθεσης, τότε το συµπέρασµα είναι τελείως διαφορετικό από ότι
προηγουµένως. Η ισορροπία υπόθεσης - συµπεράσµατος είναι πολύ
῾ἑύθραυστη᾿᾿. Και ενίοτε µας διαφεύγει κάτι από την υπόθεση, λόγω
απροσεξίας ή επειδή ϕαντάζει ασήµαντο.

Κάπως έτσι κατασκευάστηκαν πολλοί από τους ισχυρισµούς, προ-
ϐλήµατα, ερωτήµατα του ϐιβλίου. Αφαιρώντας δεδοµένα από γνωστά
ϑεωρήµατα, αντιστρέφοντας προτάσεις για τις οποίες δεν ισχύει η α-
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ντιστροφή, δηµιουργήθηκαν εσφαλµένοι ισχυρισµοί που εκ πρώτης
όψης ϕαίνονται συνήθως ορθοί, εκτός και αν υπάρχει ϐαθιά γνώση
ϑεωρίας. Ο έλεγχος ως προς την ορθότητά τους ή µη, είναι το σω-
στό µονοπάτι για τη µάθηση και εµπέδωση δύσκολων µαθηµατικών
εννοιών.

∆ύσβατο, αλλά µε τη σωστή καθοδήγηση του δασκάλου και τα
κατάλληλα παραδείγµατα-αντιπαραδείγµατα, ϕτάτουµε τουλάχιστον
κοντά στο στόχο: Να µάθουµε όχι µόνο εφαρµογή και κανόνες των
µαθηµατικών αλλά και πως να παράγουµε γνώση, να ανακαλύπτου-
µε από τη γνώση που κατέχουµε, να µάθουµε πως να µαθαίνουµε.
Την ουσία δηλαδή των µαθηµατικών, αυτό που και το όνοµά τους
σηµαίνει.

Μαθαίνω σηµαίνει αλλάζω γνωστικές δοµές στο µυαλό µου, πάω
πέρα από τις πολύ γνωστές ιδέες και ενάντια σε λαθεµένες αρχικές
έννοιες. Κατά τον J.Piaget, ο ϑεµελιακός ϱόλος των δασκάλων, είναι
να παρέχει µερικά αντιπαραδείγµατα σε λαθεµένα συµπεράσµατα,
και µε αυτό τον τρόπο να δηµιουργεί νέες γνωστικές συγκρούσεις.

Πολλές ϕορές, η λαθεµένη γνώση είναι τόσο ισχυρή, ώστε να α-
ποκλείεται κάθε αµφιβολία. ΄Ετσι λειτουργεί ανασχετικά, εµποδίζει
τη γνωστική πρόοδο και εναντιώνεται σε κάθε νέα ιδέα. ΄Εχουµε το
λεγόµενο ῾ἑπιστηµολογικό εµπόδιο᾿᾿.

Η υπέρβαση αυτού του εµποδίου στο δρόµο προς τη µάθηση, ϑα
επιτευχθεί µε την εγκατάλείψη, την απόρριψη, την άρνηση της παλι-
άς, λαθεµένης γνώσης, µέσα από κατάλληλα µαθηµατικά προβλήµα-
τα που οδηγούν σε αντιφάσεις και γνωστικές συγκρούσεις. ΄Ετσι, το να
µπορείς να εκφράσεις την άρνηση µιας πρότασης και την αντίστροφή
της, να αποδεικνύεις το αντίθετο, να έχεις την ικανότητα εύρεσης αντι-
παραδείγµατος, να καταννοείς έννοιες λογικής και µεθόδους απόδει-
ξης, όπως: για κάθε, διάζευξη, ισοδυναµία προτάσεων, αντιθετοα-
ντιστροφή πρότασης, επαγωγή, απαγωγή σε άτοπο, είναι απαραίτητα
εφόδια, τα οποία το παρόν ϐιβλίο ϕιλοδοξει να συλλέξει µέσα από τη
µεγάλη και εκτενή ϐιβλιογραφία, όπου ϐρίσκονται σκόρπια, - εκτός
ελάχιστων, ξενόγλωσσων κυρίως περιπτώσεων - και να τα ταξινοµήσει
µε ένα τρόπο που πιστεύω ϑα ϐοηθήσει τον αναγνώστη.
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Πολλά από τα αντιπαραδείγµατα ϐρίσκονται σε περισσότερα του
ενός συγγράµµατα, αγνοώντας έτσι την αρχική πηγή. ΄Αλλα έχουν πα-
ϱαχθεί µετά από προσωπικό κόπο σαν απάντηση σε ερωτήµατα µαθη-
τών ή τυχαία µέσα απο αντίστροφη σκέψη: παρατηρώντας πρώτα τις
ιδιότητές τους και αντιστοιχίζοντάς τα µετά µε αντίστροφες προτάσεις
που δεν ισχύουν.

΄Ολα όµως έλκουν την προσοχή µας γιατί κλονίζουν και ῾ἑµπα-
ίζουν᾿᾿ τη σκέψη µας.
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Κεφάλαιο 1

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1.1 ∆ιάζευξη - Σύζευξη

Εκτός από τα σύµβολα των στοιχειωδών πράξεων +,−, /, ∗, των πράξε-
ων της σύνθεσης και αντιστροφής συναρτήσεων, είναι πολύ σηµαντικό
κάποιος να γνωρίζει τη σωστή χρήση της συνεπαγωγής ῾῾⇒᾿᾿, της ισο-
δυναµίας ῾῾⇔᾿᾿, του διάφορου ῾῾,᾿᾿, της σύζευξης ῾῾και᾿᾿ µε το σύµβολο
῾῾∧᾿᾿, της διάζευξης (ή αλλιώς εγκλειστικής διάζευξης) ῾῾ή᾿᾿ µε το σύµβο-
λο ῾῾∨᾿᾿ και της αποκλειστικής διάζευξης ῾῾ή µόνο . . . ή µόνο . . . ᾿᾿ µε το
σύµβολο ῾῾Y᾿᾿.

Παράδειγµα 1.1. Η παρακάτω συνεπαγωγή ῾῾⇒᾿᾿

Αν α · � = 0⇒ α = 0 ή � = 0

σηµαίνει ότι :
Αν το γινόµενο α · � ισούται µε µηδέν τότε α = 0 ή � = 0 ή {α =

0 και � = 0}. Αν χρησιµοποιήσουµε την αποκλειστική διάζευξη ῾῾ή
µόνο α = 0 ή µόνο � = 0᾿᾿ ϑα είναι λάθος γιατί το γινόµενο α · �
µπορεί να ισούται µε µηδέν και να έχουµε και α = 0 και � = 0.
΄Αρα εδώ το σωστό είναι να χρησιµοποιήσουµε την διάζευξη ή αλλιώς
εγκλειστική διάζευξη ῾῾ή᾿᾿ που σηµαίνει : αρκεί ένα τουλάχιστον από τα
δύο να ισούται µε µηδέν, δηλαδή α = 0 ή � = 0 ή {α = 0 και � = 0}.

3



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Θα ήταν λάθος να χρησιµοποιήσουµε µόνο τη σύζευξη ῾῾και᾿᾿, δηλαδή

Αν α · � = 0⇒ α = 0 και � = 0

διότι είναι πλεονασµός ο οποίος δε συνεπάγεται από την υπόθεση
αφού αρκεί και ένα µόνο από τα δύο να ισούται µε µηδέν.
Ισχύει όµως και το αντίστροφο. Αρκεί ένα τουλάχιστον από τα α, ϐ να
είναι µηδέν, ώστε το γινόµενο α · � να είναι µηδέν.

Αν α = 0 ή � = 0⇒ α · � = 0

Αρα ισχύει η ισοδυναµία

Αν α · � = 0⇔ α = 0 ή � = 0

Παρατήρηση 1.2. Το γινόµενο α · � ισούται µε µηδέν όταν ένας µόνο
από τους δύο παράγοντες ή και οι δύο είναι µηδέν, δηλαδή ισχύει ότι

Αν α = 0 ή � = 0⇒ α · � = 0

αλλά ισχύει το ίδιο αποτέλεσµα όταν και οι δύο παράγοντες είναι µηδέν

Αν α = 0 και � = 0⇒ α · � = 0

Τίθεται τώρα το ερώτηµα:
Ποια από τις δύο προτάσεις ϑα έπρεπε να επιλέξουµε σαν ῾ὁρισµό᾿᾿

για το µηδενικό γινόµενο ;
Η σωστή απάντηση είναι η πρώτη πρόταση, γιατί αυτό που απαιτούµε

στη δεύτερη, δηλαδή να είναι το α και το ϐ µηδέν, είναι υπεραρκετό
για να ισχύει το συµπέρασµα. ΄Οµως το µηδενικό γινόµενο, µπορεί να
προκύψει και µε λιγότερες προϋποθέσεις, δηλαδή το ένα τουλάχιστον
από τα δύο να είναι µηδέν αρκεί.

Επίσης, ένα χρήσιµο κριτήριο για κάνουµε τη σωστή επιλογή της
πρότασης, είναι να διαλέξουµε αυτή για την οποία ισχύει και το α-
ντίστροφο, που στην προκειµένη περίπτωση είναι µόνο η πρώτη.

Γενικότερα, στα µαθηµατικά σε κάθε πρόταση, η υπόθεση περιέχει
τις ελάχιστες προϋποθέσεις ώστε να ισχύει το συµπέρασµα
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1.2. ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ - ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ

Παράδειγµα 1.3. Ας δούµε τώρα τι γίνεται όταν στο προηγούµενο
παράδειγµα αντί για ῾῾=᾿᾿ έχουµε ῾῾,᾿᾿.
΄Εχουµε

Αν α · � , 0⇒ α , 0 και � , 0

αλλά και το αντίστροφο

Αν α , 0 και � , 0⇒ α · � , 0

δηλαδή ισχύει η ισοδυναµία

Αν α · � , 0⇔ α , 0 και � , 0

∆εν ισχύει όµως σε καµµία περίπτωση, ούτε το ευθύ, ούτε το αντίστρο-
ϕο, αν στη ϑέση του ῾῾και᾿᾿ ϐάλουµε το ῾῾ή᾿᾿, γιατί αν ένα τουλάχιστον
από τα δύο είναι µηδέν τότε και το γινόµενο είναι µηδέν. Αναγκαστικά
και τα δύο πρέπει να είναι διάφορα του µηδενός.

Γενικά, όταν αλλάζουµε το ῾῾=᾿᾿ µε το ῾῾,᾿᾿ και αντίστροφα,
αλλάζουµε και τη διάζευξη ῾῾ή᾿᾿ µε τη σύζευξη ῾῾και᾿᾿. Τα σύµβολα
῾῾=᾿᾿ και ῾῾,᾿᾿ είναι αντίθετα και η άρνηση του ενός είναι το άλλο.
Το ίδιο επίσης ισχύει και για τα σύµβολα της διάζευξης ῾῾ή᾿᾿ και
της σύζευξης ῾῾και᾿᾿.

Ας δούµε και το επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 1.4. Ισχύει

α2 + �2 = 0⇔ α = 0 και � = 0

και επίσης
α2 + �2 , 0⇔ α , 0 ή � , 0

1.2 Συνεπαγωγή - Ισοδυναµία

Γράφουµε
P ⇒ Q

και διαβάζουµε :
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Η πρόταση P συνεπάγεται την πρόταση Q.
ή

Αν ισχύει η πρόταση P τότε ισχύει και η πρόταση Q.

Αυτό σηµαίνει ότι η ισχύς της πρότασης P είναι ικανή να παράγει την
ισχύ της πρότασης Q. ∆εν είναι αναγκαία όµως για την ισχύ της Q.
∆ηλαδή δεν ισχύει το αντίστροφο, που σηµαίνει ότι µπορεί να ισχύει
η πρόταση Q χωρίς απαραίτητα να ισχύει η πρόταση P.
Λέµε επίσης ότι η ισχύς της πρότασης Q είναι αναγκαία για να ισχύει
η πρόταση P. ∆εν είναι όµως ικανή να παράγει την ισχύ της P.
Αν ισχύει και η συνεπαγωγή

Q ⇒ P

τότε η Q ϑα είναι αναγκαία και ικανή ώστε να ισχύει η P, δηλαδή ϑα
έχουµε ισοδυναµία.

Γράφουµε
P ⇔ Q

και διαβάζουµε :

Η πρόταση P είναι ισοδύναµη µε την πρόταση Q.

Πολλές ϕορές όµως ϑα συναντήσουµε και άλλες εκφράσεις που
είναι ισοδύναµες όπως:

I Οι προτάσεις P και Q είναι ισοδύναµες.

I Η ισχύς της P συνεπάγεται την ισχύ της Q και αντίστροφα.

I Η P είναι αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε να ισχύει η Q.

I Για να ισχύει η P πρέπει και αρκεί να ισχύει η Q.

I Η πρόταση P ισχύει αν και µόνο αν ισχύει η πρόταση Q.

I Η πρόταση P ισχύει τότε και µόνο τότε αν ισχύει η πρόταση Q.
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1.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

I Η πρόταση P ισχύει ανν ισχύει η πρόταση Q. (το ανν µε δύο ν)

Πολλές ϕορές δουλεύουµε µε την ισοδυναµία για να αποδείξουµε
την ισχύ µιας πρότασης. Αυτό γίνεται συνήθως ξεκινώντας από την
ίδια την πρόταση (συµπέρασµα) που ϑέλουµε να αποδείξουµε, π.χ.
µια ισότητα, και κάνοντας πράξεις, µε διαδοχικές ισοδυναµίες, κατα-
λήγουµε σε ένα συµπέρασµα που ισχύει και άρα ισχύει και η αρχική
πρόταση.

Παράδειγµα 1.5. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να δείξουµε την ανισότητα

α + � > 2
√
α� για κάθε α, � > 0

ϑέτουµε α = x2 > 0 και � = y2 > 0 µε x, y ∈ R και ισοδύναµα έχουµε

x2 + y2 > 2
√
x2y2 ⇔

x2 + y2 > 2|xy| ⇔

|x |2 + 2|xy| + |y|2 > 0⇔

(|x | + |y|)2 > 0

που είναι προφανές ότι ισχύει.

1.3 ∆ιατήρηση ισοδυναµίας

Κατά την αποδεικτική διαδικασία, αν σε ένα ϐήµα δεν ισχύει και η α-
ντίστροφη πορεία, τότε δεν ισχύει και η ισοδυναµία, οπότε η απόδειξη
δε ϑα είναι σωστή. ΄Ετσι πολλές ϕορές, καταλήγουµε σε λάθος συµπε-
ϱάσµατα, σε λογικές πλάνες, σε παράδοξα.

Σε ποιές όµως περιπτώσεις ∆Ε διατηρείται η ισοδυναµία ;
Απάντηση:
Η ισοδυναµία ∆Ε διατηρείται όταν:1

1Βλέπε σχετικά και την παρατήρηση 1.9 στη σελ. 12.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1. Προσθέτουµε, αφαιρούµε, πολλαπλασιάζουµε ή διαιρούµε δύο
ισότητες κατά µέλη.

2. Προσθέτουµε δύο ανισότητες κατά µέλη.

3. Υψώνουµε στο τετράγωνο, και γενικότερα σε άρτιο εκθέτη, τα
δύο µέλη µιας ισότητας.
Το αντίστροφο, και άρα η ισοδυναµία, ισχύει αν ο εκθέτης ε-
ίναι περιττός ή αν έχουµε εξασφαλίσει ότι τα δύο µέλη είναι
οµόσηµα.

4. Παραγωγίζουµε µια ισότητα.
Αν f, g συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµες
σε κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆ τότε ισχύει ότι αν

f (x) = g(x)⇒ f ′(x) = g′(x) για κάθε x ∈ ∆

αλλά το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει.

Αυτό που ισχύει είναι το εξής :

f ′(x) = g′(x)⇒ f (x) = g(x) + c για κάθε x ∈ ∆

όπου c ∈ R µια σταθερά.

Το αντίστροφο, και άρα η ισοδυναµία, ϑα ίσχυε αν c = 0. Αυτό
συµβαίνει στην περίπτωση που υπάρχει a ∈ ∆ τέτοιο ώστε f (a) =

g(a).

5. Ολοκληρώνουµε µια ισότητα.
Αν f, g συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα [a, b] τότε ισχύει ότι
αν

f (x) = g(x) για κάθε x ∈ [a, b]⇒
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
g(x)dx

αλλά το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει.
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1.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

Παράδειγµα 1.6. ΄Εστω το παρακάτω σύστηµα των δύο εξισώσεων µε
x, y ∈ R

x + 2 = y
x = 1

}
⇒

προσθέτουµε κατα µέλη και έχουµε

2x + 1 = y

οπότε για κάθε τιµή του x έχουµε αντίστοιχα και µια τιµή του y. ΄Απει-
ϱα Ϲεύγη (x, y) = (a,2a + 1) µε a ∈ R. ΄Οµως από το αρχικό σύστηµα
είναι δεκτό µόνο ένα Ϲεύγος, το (x, y) = (1,3). Βλέπουµε δηλαδή ότι
δεν είναι δυνατό να επιστρέψουµε στο αρχικό σύστηµα έχοντας µόνο
την τελική ισότητα. ∆εν ισχύει η αντιστροφή µετά την πρόσθεση των
δύο σχέσεων, οπότε αν τυχόν δουλεύουµε µε ισοδυναµίες, αυτό το
ϐήµα δεν πρέπει να το κάνουµε.

Παράδειγµα 1.7. Ζητείται να λυθει η εξίσωση
√
x + 3 = x + 1 στο R.

λύση:
Απαιτούµε η υπόριζα ποσότητα να είναι ϑετική ή ίση µε το µηδέν,

έτσι ώστε η ϱίζα να έχει έννοια πραγµατικού αριθµού.

x + 3 > 0⇔ x > −3

Εργαζόµενοι τώρα στο σύνολο [−3,+∞] υψώνουµε τα δύο µέλη της
ισότητας στο τετράγωνο για να απαλλαγούµε από την τετραγωνική
ϱίζα. (√

x + 3
)2

= (x + 1)2 ⇔

x + 3 = x2 + 2x + 1⇔

x2 + x − 2 = 0⇔

x = 1 > −3 ή x = −2 > −3

από τις οποίες όµως µε δοκιµή στην αρχική εξίσωση, δεκτή είναι µόνο
η x = 1, γιατί για x = −2 έχουµε

√
1 = −1 που είναι αδύνατο.

Βλέπουµε έτσι, πως ο περιορισµός x > −3 που λάβαµε, δεν ήταν
ικανός ώστε να απορρίψουµε τη δεύτερη λύση και να αποφύγουµε
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

έτσι τις δοκιµές, οι οποίες ίσως είναι και αρκετά επίπονες - ευτυχώς
εδώ όχι.

Αυτό συνέβη γιατί όταν υψώνουµε στο τετράγωνο τα δύο µέλη µιας
ισότητας, δεν ισχύει η ισοδυναµία αν και τα δύο µέλη δεν είναι οµόση-
µα. Είναι απαραίτητο πριν το κάνουµε, να πάρουµε περιορισµούς
ώστε τα δύο µέλη να είναι οµόσηµα. Ετσι η τοµή όλων των περιορι-
σµών είναι το σύνολο στο οποίο πρέπει να ανήκουν οι λύσεις που ϑα
ϐρούµε.

΄Αρα αφού στο 1ο µέλος υπάρχει ϱιζικό
√
x + 3 > 0 για κάθε x > −3

ϑα έπρεπε να είχαµε επιπλέον και

x + 1 > 0⇔ x > −1

οπότε η τοµή τους είναι το σύνολο [−1,∞]. ΄Ετσι µπορούµε αµέσως
να µη κάνουµε δεκτή τη δεύτερη λύση x = −2 αφού δεν ανήκει σε
αυτό.

΄Οταν υψώνουµε στο τετράγωνο ή γενικά σε άρτιο εκθέτη
τα µέλη µιας εξίσωσης, το πλήθος των λύσεων που ϑα ϐρούµε
ίσως είναι µεγαλύτερο από το πραγµατικό.

Παράδειγµα 1.8. Ας προσπαθήσουµε να ϐρούµε το σύνολο τιµών
της συνάρτησης

f (x) = x2 − 2x µε x ∈ [0,3]

Η συνάρτηση f , αφού είναι παραβολή µε α = 1 > 0, παρουσιάζει

ολικό ελάχιστο στο x =
−�

2α
= 1 το οποίο ανήκει στο διάστηµα [0,3]

όπου ορίζεται το x, οπότε έχει Σ.Τ. το

[f (1), max{f (0), f (3)}] = [−1,3]

Μπορούµε όµως να εργαστούµε και µε συνθετικό τρόπο, ῾῾χτίζοντας᾿᾿
από το πεδίο ορισµού τον τύπο της συνάρτησης :

0 6 x 6 3⇔ 0 6 x2 6 9
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1.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

και
0 6 x 6 3⇔ −6 6 −2x 6 0

και προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε

0 − 6 6 x2 − 2x 6 9 + 0

−6 6 x2 − 2x 6 9

−6 6 f (x) 6 9

ΛΑΘΟΣ !
Βρήκαµε για Σ.Τ. ένα µεγαλύτερο διάστηµα, το [−6,9], γιατί όταν
προσθέτουµε κατά µέλη δεν ισχύει η ισοδυναµία. ∆εν εξασφαλίσαµε
έτσι ότι µπορούµε να επιστρέψουµε στο πεδίο ορισµού [0,3] από
όπου ξεκινήσαµε. ∆εν εξασφαλίσαµε την αντιστοιχία µεταξύ των δύο
συνόλων. Επιλύοντας την ανίσωση

−6 6 f (x) 6 9

έχουµε
−6 6 x2 − 2x 6 9⇒

−5 6 x2 − 2x + 1 6 10⇒

−5 6 (x − 1)2 6 10⇒

|x − 1| 6
√

10⇒

x ∈ [−
√

10 + 1,
√

10 + 1] , [0,3]

ϐλέπουµε ότι δεν καταλήγουµε στο πεδίο ορισµού της f .
Ας ξαναπροσπαθήσουµε να ϐρούµε το Σ.Τ. εργαζόµενοι διαφορετικά:

f (x) = x2 − 2x + 1 − 1 = (x − 1)2 − 1

και έχουµε
0 6 x 6 3⇔

−1 6 x − 1 6 2⇔
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

1 6 (x − 1)2 6 4⇒

0 6 (x − 1)2 − 1 6 3

Πάλι ΛΑΘΟΣ !
Γιατί δεν επιτρέπεται να υψώνουµε στο τετράγωνο µη οµόσηµα µέλη
ανίσωσης. Το σωστό ϑα ήταν να σπάσουµε την ανίσωση σε δύο άλλες
µε οµόσηµα µέλη:

−1 6 x − 1 6 0⇔ 0 6 (x − 1)2 6 1

ή
0 6 x − 1 6 2⇔ 0 6 (x − 1)2 6 4

οπότε
0 6 (x − 1)2 6 4⇔

−1 6 (x − 1)2 − 1 6 3⇔

−1 6 f (x) 6 3

το οποίο είναι και το αληθές.

Προσέχουµε πάντα να διατηρείται η ισοδυναµία γιατί ίσως
καταλήξουµε σε υπερσύνολο του συνόλου των πραγµατικών
λύσεων.

Παρατήρηση 1.9. Ειδικά, στην περίπτωση που έχουµε ανισότητες της
ίδιας ϕοράς, ∆ΕΝ επιτρέπεται να τις αφαιρέσουµε, να τις πολλαπλασι-
άσουµε, να τις διαιρέσουµε, να τις υψώσουµε στο τετράγωνο και γενι-
κότερα σε άρτιο εκθέτη, να τις παραγωγίσουµε ή να τις ολοκληρώσουµε
κατά µέλη, διότι ∆Ε διατηρείται κατάνάγκη η ϕορά της ανίσωσης. 2 ∆η-
λαδή δεν ισχύει όχι µόνο η ισοδυναµία, αλλά ούτε καν η συνεπαγωγή.

Επιτρέπεται να υψώσουµε σε άρτιο εκθέτη τα µέλη µιας ανίσωσης,
µόνο αν και τα δύο µέλη είναι οµόσηµα. ∆ηλαδή αν a, b > 0 τότε
a < b ⇒ a2n < b2n ενώ αν a, b < 0 τότε a < b ⇒ a2n > b2n,

2Για τη διαφόριση και ολοκλήρωση ανισώσεων, ϐλέπε το παράδειγµα 9.45 στη
σελ. 157 και το παράδειγµα 10.42 στη σελ. 188.
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1.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

όπου n ϕυσικός αριθµός, χωρίς όµως να ισχύει το αντίστροφο. ΄Οµοια,
επιτρέπεται να πολλαπλασιάσουµε κατά µέλη δύο ανισώσεις, µόνο αν
όλα τα µέλη είναι οµόσηµα. ∆ηλαδή αν a, b, c, d > 0 και a < b, c < d
τότε ac < bd ενώ αν a, b, c, d < 0 τότε ac > bd, χωρίς όµως να ισχύει
το αντίστροφο.

Παράδειγµα 1.10. ΄Εστω οι δύο ανισότητες

4 < 9
2 < 8

}
µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε

4 − 2 < 9 − 8⇒ 2 < 1

που είναι αδύνατο. Με διαίρεση κατά µέλη έχουµε

4
2
<

9
8
⇒ 2 < 1,125

το οποίο και αυτό δεν ισχύει. Επίσης, υψώνοντας στο τετράγωνο την
ανίσωση −3 < 2 παίρνουµε 9 > 4. Βλέπουµε έτσι ότι η ϕορά της
ανίσωσης δε διατηρείται. Το ίδιο συµβαίνει αν πολλαπλασιάσουµε
κατά µέλη τις −3 < 2 και −1 < 1, οπότε έχουµε 3 > 1.

Από τον ορισµό της συνάρτησης, για κάθε a, b που ανήκουν στο
πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f , έχουµε σαν αποτέλεσµα την πα-
ϱακάτω ισοδυναµία

{a = b ⇒ f (a) = f (b)} ⇔ {f (a) , f (b)⇒ a , b}

΄Ετσι, αν η συνάρτησή µας είναι η απόλυτη τιµή, η τετραγωνική ϱίζα,
το συνηµίτονο ή οποιοσδήποτε συνδυασµός τους µε άλλες συναρ-
τήσεις µε τις τέσσερις ϐασικές πράξεις +,−, /, ∗ και τις πράξεις της
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

σύνθεσης και αντιστροφής συναρτήσεων, τότε µπορούµε να έχουµε
τις συνεπαγωγές

a = b ⇒ |a| = |b|

a = b ⇒ a2 = b2

a = b ⇒
√
a =

√
b, όπου a, b > 0

a = b ⇒ lna = ln b, όπου a, b > 0
a = b ⇒ cosa = cos b

΄Οµως το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα, παρά µόνο στην περίπτωση
που η συνάρτηση είναι ένα προς ένα, γιατί τότε ισχύει η ισοδυναµία

{a , b ⇒ f (a) , f (b)} ⇔ {f (a) = f (b)⇒ a = b}

οπότε από τις προηγούµενες συνεπαγωγές, η αντιστροφή ισχύει µόνο
για την τετραγωνική ϱίζα και τη λογαριθµική συνάρτηση οι οποίες
είναι ῾῾1-1᾿᾿, δηλαδή ϑα έχουµε

a = b ⇔
√
a =

√
b, όπου a, b > 0

a = b ⇔ lna = ln b, όπου a, b > 0

ενώ για τις άλλες, η ισοδυναµία ϑα ισχύει σε υποσύνολο του πεδίου
ορισµού στο οποίο η συνάρτηση είναι ῾῾1-1᾿᾿.
Για παράδειγµα, το συνηµίτονο είναι ῾῾1-1᾿᾿ σε κάθε διάστηµα [kπ, (k+

1)π], όπου k ∈ Z, οπότε για k = 0 ϑα έχουµε

a = b ⇔ cosa = cos b για κάθε a, b ∈ [0, π]

Οι ισοδυναµίες είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στην επίλυση εξισώσεων.
Πρέπει να εργαζόµαστε πάντα µε αυτές, γιατί οι συνεπαγωγές όπως
είδαµε δεν αρκούν, αφού οι ϱίζες της τελικής εξίσωσης πρέπει να ε-
παληθεύουν και την αρχική εξίσωση, τη Ϲητούµενη από το πρόβληµα
προς λύση. ΄Αρα πρέπει ή να παίρνουµε τους περιορισµούς που α-
παιτούνται για να συνεχίζει να ισχύει η ισοδυναµία, ή στο τέλος να
κάνουµε τις δοκιµές επαλήθευσης όλων των ϱιζών που ϑα ϐρούµε
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1.3. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

στην αρχική.

Η γνώση της µονοτονίας µιας συνάρτησης, µπορεί να µας ϐοη-
ϑήσει στην αντιµετώπιση της λύσης ανισώσεων, αφού αν µια συνάρτη-
ση f είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ τότε για κάθε a, b ∈ ∆

ϑα ισχύει από τον ορισµό

a < b ⇒ f (a) < f (b)

αλλά και το αντίστροφο, δηλαδή

f (a) < f (b)⇒ a < b

αφού αν δεχτούµε ότι ισχύει a > b ή a = b τότε ϑα έχουµε f (a) > f (b)
ή f (a) = f (b), το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε τη δεδοµένη ανίσωση
f (a) < f (b). ΄Αρα ϑα ισχύει η ισοδυναµία

a < b ⇔ f (a) < f (b)
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Κεφάλαιο 2

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

2.1 Πως αποδεικνύω ότι ισχύει µία πρότα-
ση

2.1.1 Ευθεία απόδειξη

Ξεκινάµε πάντα από τα δεδοµένα της υπόθεσης, και σε συνδυασµό
µε γνωστές προτάσεις καταλήγουµε στο Ϲητούµενο συµπέρασµα.

Παράδειγµα 2.1. Αν ισχύει a2 = b2 + c2 όπου a, b, c είναι ϑετικοί
πραγµατικοί αριθµοί, να δείξετε ότι υπάρχει τρίγωνο µε µήκη πλευ-
ϱών τους τρεις αυτούς αριθµούς. 1

Απόδειξη. ΄Εχουµε

a2 = b2 + c2

= (b + c)2 − 2bc
< (b + c)2

και άρα a < b + c. Επίσης έχουµε

a2 = b2 + c2 > b2 ⇒ a > b
1∆εν πρόκειται για το αντίστροφο του Πυθαγόρειου ϑεωρήµατος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

και
a2 = b2 + c2 > ψ2 ⇒ a > c

οπότε, αφού το µήκος a είναι το µεγαλύτερο µήκος, και µικρότερο
από το άθροισµα των άλλων δύο, από την τριγωνική ανισότητα συ-
µπεραίνουµε ότι υπάρχει τρίγωνο µε µήκη πλευρών a, b, c. �

Αν τα δεδοµένα της υπόθεσης είναι ελάχιστα, τότε ϑα αναγκαστο-
ύµε να ξεκινήσουµε από το Ϲητούµενο προς απόδειξη, και εργαζόµε-
νοι µε ισοδυναµίες, καταλήγουµε σε κάτι που ισχύει.

Παράδειγµα 2.2. Αν a > 0 και b > 0 να δείξετε ότι ισχύει

(a + b)(
1
a

+
1
b

) > 2

Απόδειξη.

(a + b)(
1
a

+
1
b

) > 2⇔

(a + b)2 > 2ab ⇔
a2 + b2 > 0

το οποίο ισχύει για κάθε a, b > 0. Το δεύτερο ϐήµα της ισοδυναµίας
ισχύει γιατί πολλαπλασιάσαµε µε ab > 0. �

2.1.2 Μαθηµατική επαγωγή

Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈ N ορίζεται και ο επόµενός του, ο n +

1. Αυτό δεν ισχύει για τα σύνολα των ϱητών και των πραγµατικών
αριθµών.

Ας διατυπώσουµε τώρα αυστηρά την Αρχή της Επαγωγής:

Αρχή της Επαγωγής :
΄Εστω S ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών (άρα S ⊂ N) το οποίο
ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

1. Ο αριθµός 1 ανήκει στο S.
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2.1. ΠΩΣ ΑΠΟ∆ΕΙΚΝΥΩ ΟΤΙ ΙΣΧΥΕΙ ΜΙΑ ΠΡΟΤΑΣΗ

2. Αν n ∈ S τότε n + 1 ∈ S.

Τότε έχουµε S = N, δηλαδή το σύνολο S ταυτίζεται µε το σύνολο
των ϕυσικών αριθµών.

΄Ετσι, αν εργαστούµε επαγωγικά, µπορούµε να αποδείξουµε µια ακο-
λουθία προτάσεων P(1), P(2), P(3), . . . που όλες εξαρτώνται από τους
ϕυσικούς αριθµούς. Αν το σύνολο των προτάσεων αυτών είναι απε-
ϱιόριστα µεγάλο (δηλαδή άπειρο και όχι πεπερασµένο), τότε είναι
αδύνατο να επαληθεύσουµε κάθε µία πρόταση ξεχωριστά. ∆ε ϑα τε-
λειώσουµε ποτέ.

Αν για παράδειγµα µας Ϲητείται να αποδείξουµε την πρόταση

1 + 2 + 3 + · · · =
n(n + 1)

2
για κάθε n ∈ N

ϑα χρησιµοποιήσουµε την επαγωγική ιδιότητα, σε αντίθεση µε την
πρόταση

x2 + 1 > 2x ∀x ∈ R

γιατί στο σύνολο R δε µπορούµε να καθορίσουµε ποιος είναι ο επόµε-
νος κάθε πραγµατικού αριθµού. ∆εν ισχύει η Αρχή της Επαγωγής,
όπως δεν ισχύει και η Αρχή του Ελαχίστου που επίσης ισχύει µόνο
στους ϕυσικούς. Οι δύο αυτές Αρχές είναι ισοδύναµες.2

Ποιά είναι όµως η λογική της απόδειξης, η κεντρική ιδέα που την
καθιστά ικανή να παράγει το προσδοκώµενο αποτέλεσµα ;
Αν εφόσον ισχύει η πρόταση για το τυχαίο n συνεπάγεται η ισχύς της
πρότασης και για τον επόµενο n + 1, και µε δεδοµένη την αλήθεια
της πρότασης για n = 1, έχουµε τότε την ισχύ της πρότασης και για
τον επόµενο αριθµό n = 2, µετά για τον επόµενο n = 3 και εποµένως
για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς.

Πρόταση 2.3. (Μέθοδος της Μαθηµατικής Επαγωγής)
΄Εστω P(1), P(2), P(3), . . . ένα σύνολο µαθηµατικών προτάσεων που

όλες εξαρτώνται από τους ϕυσικούς αριθµούς. Αν υποθέσουµε ότι :

2Περισσότερα ϐλέπε στο Παράρτηµα Αʹ στη σελ. 215.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

1. Η πρόταση P(1) αληθεύει.

2. Για κάθε n > 1, αν η πρόταση P(n) αληθεύει, τότε και η P(n + 1)
αληθεύει.

Τότε η πρόταση P(n) αληθεύει για κάθε n > 1.

Απόδειξη. 3 Το σύνολο S = {n ∈ N : P(n) αληθής} περιέχει το 1
αφού η πρόταση P(1) αληθεύει. Επίσης από το (ϐ΄), αν η πρόταση
P(n) αληθεύει (άρα n ∈ S) τότε και η P(n + 1) αληθεύει (οπότε και
n + 1 ∈ S). ΄Αρα το σύνολο S ικανοποιεί τις υποθέσεις της Αρχής της
Επαγωγής και σύµφωνα µε αυτή είναι S = N, οπότε η µαθηµατική
πρόταση P(n) ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n. �

Παράδειγµα 2.4. Να υπολογιστεί ο αριθµός

x =

√√√
2 +

√
2 +

√
2 +

√
· · · +

√
2︸                                    ︷︷                                    ︸

n το πλήθος ϱιζικά

Λύση:
Εδώ πρόκειται για µια ακολουθία an µε όρους

a1 =
√

2

a2 =

√
2 +
√

2
...

an =
√

2 + an−1

an+1 =
√

2 + an
...

3Για µια διαφορετική απόδειξη χρησιµοποιώντας αντί της Αρχής της Επαγωγής,
την Αρχή του Ελαχίστου (οι οποίες είναι και ισοδύναµες), ϐλέπε στο Παράρτηµα Αʹ
στη σελ. 215.
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Καταρχήν ϑα ερευνήσουµε αν συγκλίνει ή όχι. Θα µελετήσουµε την
ακολουθία ως προς τη µονοτονία της και ϑα εξετάσουµε αν είναι ϕραγ-
µένη, για να χρησιµοποιήσουµε την πρόταση που λέει πως αν µια
ακολουθία είναι µονότονη και ϕραγµένη ϑα συγκλίνει.

Μονοτονία : Από τη διάταξη των όρων της a1 < a2, a2 < a3, κτλπ., ϕαίνεται
ότι ίσως είναι γνησίως αύξουσα. ΄Αρα ϑα δείξουµε επαγωγικά
ότι ισχύει

an < an+1 για κάθε n ∈ N
Για n = 1 ισχύει.
΄Εστω ότι ισχύει για n = k, δηλαδή ak < ak+1.
Θα δείξουµε ότι ισχύει για n = k + 1, δηλαδή ak+1 < ak+2.
΄Εχουµε

ak < ak+1 ⇒

2 + ak < 2 + ak+1 ⇒
√

2 + ak <
√

2 + ak+1 ⇒

ak+1 < ak+2 ⇒

an ↗

Φράγµα: ΄Ενα κάτω ϕράγµα είναι ο πρώτος όρος a1 =
√

2. Επειδή a1 =
√

2 < 2, a2 =

√
2 +
√

2 < 2, κτλπ., ίσως ένα άνω ϕράγµα είναι
το 2. Θα δείξουµε επαγωγικά ότι ισχύει

an < 2 για κάθε n ∈ N

Για n = 1 ισχύει.
΄Εστω ότι ισχύει για n = k, δηλαδή ak < 2.
Θα δείξουµε ότι ισχύει για n = k + 1, δηλαδή ak+1 < 2.
΄Εχουµε

ak < 2⇒
2 + ak < 4⇒
√

2 + ak <
√

4⇒
ak+1 < 2⇒
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οπότε η ακολουθία an είναι ϕραγµένη, και είναι
√

2 < an < 2

Σύγκλιση : Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η ακολουθία an συγκλίνει.
΄Εστω liman = `.
Εποµένως, ϑα είναι και liman+1 = `.
΄Ετσι έχουµε

an+1 =
√

2 + an ⇒

liman+1 =
√

lim(2 + an)⇒

liman+1 =
√

2 + liman ⇒

` =
√

2 + `⇒

`2 = ` + 2

η οποία είναι η χαρακτηριστική εξίσωση της αναδροµικά ο-
ϱίζόµενης ακολουθίας an, και έχει ϱίζες `1 = −1 και `2 = 2.
Επειδή όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι ϑετικοί, δεκτή ϱίζα
είναι µόνο η δεύτερη, οπότε liman = 2.

Χρήση της επαγωγής στην εύρεση µονοτονίας και ϕράγµα-
τος αναδροµικά οριζόµενης ακολουθίας.

Γενικότερα, αν η ακολουθία ορίζεται µε αναδροµική σχέση
(αναγωγικό τύπο), τότε προσπαθούµε να µαντέψουµε τη
µονοτονία της από την ανισοτική σχέση που ακολουθούν
κάποιοι όροι της (συνήθως οι πρώτοι), και προσπαθούµε
να την αποδείξουµε µε τη µέθοδο της επαγωγής.

Για να ϐρούµε ένα ϕράγµα της (εκτός από τον πρώτο της
όρο a1 στην περίπτωση που είναι γνησίως µονότονη), προ-
σπαθούµε να ϕράξουµε την an ή την |an |, ή λύνουµε τη
χαρακτηριστική εξίσωση της ακολουθίας, µια ϱίζα της ο-
ποίας, είναι πιθανό να είναι ϕράγµα, και µετά το αποδει-
κνύουµε επίσης επαγωγικά.
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2.1.3 Απαγωγή σε άτοπο (Contradiction)

΄Εστω ότι ϑέλω να δείξω πως µε δεδοµένο το A έχουµε συµπέρασµα
το B. ∆ηλαδή το A είναι ικανή συνθήκη για την ισχύ της B.

Υποθέτουµε ότι ∆ΕΝ ισχύει το συµπέρασµα B, και µε δεδοµένο
πλέον τη ΜΗ ισχύ του B - και την ισχύ του A ϐεβαίως - καταλήγουµε
σε αντίφαση. (΄Ατοπο)

Παράδειγµα 2.5. Να δειχτεί ότι αν ο a είναι ακέραιος και ο a2 είναι
περιττός, τότε ο a είναι περιττός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο a ∆ΕΝ είναι περιττός, και µε το δεδοµένο πως
είναι ακέραιος συµπεραίνουµε έτσι ότι είναι άρτιος. Εποµένως και το
τετράγωνό του, ο a2 ϑα είναι άρτιος. ΄Ατοπο, γιατί από την υπόθεση ο
a2 είναι περιττός. ΄Αρα ο a είναι περιττός. �

Προσοχή όµως !
Αν ∆ΕΝ χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση πως ο a είναι ακέραιος,

τότε αν ο a ∆ΕΝ είναι περιττός, ∆Ε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο
a είναι άρτιος. Μπορεί να έιναι άρρητος. ΄Ετσι, η πρόταση:

῾῾Αν ο a2 είναι περιττός, τότε ο a είναι περιττός.᾿᾿

∆ΕΝ ισχύει, αφού για παράδειγµα µπορεί να είναι a2 = 3 και a =
√

3.

Παρατήρηση 2.6. Μη συγχέουµε την απαγωγή σε άτοπο µε την α-
πόδειξη ότι ∆ΕΝ ισχύει η πρόταση: A ⇒ όχι B. Στην απαγωγή σε
άτοπο, µε δεδοµένα το A και τη ΜΗ ισχύ του B καταλήγουµε σε άτο-
πο, οπότε συµπεραίνουµε την ισχύ του B. Αποδεικνύουµε δηλαδή την
πρόταση A ⇒ B.

Στη δεύτερη περίπτωση προσπαθούµε να δείξουµε τη ΜΗ ισχύ της
πρότασης A ⇒ όχι B, όπου µε δεδοµένο µονο το A, συµπεραίνουµε
ότι ∆ΕΝ ισχύει η άρνηση του B. Αποδεικνύουµε δηλαδή την πρόταση
A ; όχι B.

Παρατήρηση 2.7. Η µη ισχύς της πρότασης A ⇒ όχι B δεν είναι
ισοδύναµη µε την πρόταση A ⇒ B, διότι :
Είναι πιθανό να έχουµε A ⇒ Γ , B, όπου Γ ; B, δηλαδή η συνθήκη
Γ δεν είναι ικανή για την ισχύ της B.
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Παράδειγµα 2.8. Να δείξετε ότι η ακολουθία an = 2n δεν είναι ϕραγ-
µένη άνω.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η ακολουθία an = 2n είναι ϕραγµένη άνω, µε ένα
άνω ϕράγµα θ ∈ R. ∆ηλαδή

0 < 2n 6 θ

για κάθε n ∈ N.
Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Bernoulli

(1 + a)n > 1 + na µε a > −1, n ∈ N

για a = 1 έχουµε

(1 + 1)n > 1 + n · 1⇒ 2n > 1 + n

για κάθε n ∈ N.
΄Αρα

1 + n 6 2n 6 θ⇒ 1 + n 6 θ

για κάθε n ∈ N, το οποίο είναι άτοπο, γιατί δεν είναι δυνατό ένας
σταθερός αριθµός όπως ο θ να είναι µεγαλύτερος ή ίσος από κάθε
ϕυσικό αριθµό n + 1.
΄Αρα η ακολουθία an δεν είναι ϕραγµένη άνω.

Θα µπορούσαµε να το δούµε και από άλλη οπτική γωνία :
Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών δεν είναι ϕραγµένο άνω. ΄Οµως το
σύνολο τιµών της an = 2n είναι υποσύνολο των ϕυσικών αριθµών

2n = {2,4,8,16,32, . . .} ⊂ N

και άρα an µη ϕραγµένη άνω. �

2.1.4 Αντιθετοαντιστροφή (Contrapositive)

Περίπτωση 1 ∆ίνεται η πρόταση:

῾῾Αν ισχύει το A τότε ισχύει το B᾿᾿
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Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε την παρακάτω πρόταση:

῾῾Αν ∆ΕΝ ισχύει το B τότε ∆ΕΝ ισχύει το A᾿᾿

Θα δείξουµε, τώρα, πως οι δύο προηγούµενες προτάσεις είναι
ισοδύναµες.

(Ευθύ) Με δεδοµένο την πρώτη πρόταση, ϑα δείξουµε τη δε-
ύτερη. ΄Εστω ότι ∆ΕΝ ισχύει το B. Τότε ∆ΕΝ ισχύει ούτε
το A, γιατί αν ισχύει, τότε σύµφωνα µε την πρώτη πρόταση
ϑα ισχύει και το B. (΄Ατοπο)

(Αντίστροφο) Με δεδοµένο την δεύτερη πρόταση, ϑα δείξουµε
την πρώτη. ΄Εστω ότι ισχύει το A. Τότε ισχύει και το B, γιατί
αν ∆ΕΝ ισχύει, τότε σύµφωνα µε την δεύτερη πρόταση ∆ΕΝ
ϑα ισχύει ούτε το A. (΄Ατοπο)

Παράδειγµα 2.9. ΄Εστω η πρόταση:

Αν χιονίζει, τότε κάνει κρύο.

Το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει. Ισχύει όµως το παρακάτω µε αντι-
ϑετοαντιστροφή:

Αν ∆ΕΝ κάνει κρύο, τότε ∆Ε χιονίζει !

Και εδώ ∆ΕΝ ισχύει το αντίστροφο.

Περίπτωση 2 ∆ίνεται η πρόταση:

῾῾Αν ισχύει το A και το B τότε ισχύει το Γ᾿᾿

Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε την παρακάτω πρόταση:

῾῾Αν ∆ΕΝ ισχύει το Γ και ισχύει το B τότε ∆ΕΝ ισχύει το A᾿᾿

25



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ

Θα δείξουµε, τώρα, πως οι δύο προηγούµενες προτάσεις είναι
ισοδύναµες.

(Ευθύ) Με δεδοµένο την πρώτη πρόταση, ϑα δείξουµε τη δε-
ύτερη. ΄Εστω ότι ∆ΕΝ ισχύει το Γ. Τότε ∆ΕΝ ισχύει ούτε
το A, γιατί αν ισχύει, και µε δεδοµένο την ισχύ του B,
τότε σύµφωνα µε την πρώτη πρόταση ϑα ισχύει και το Γ.
(΄Ατοπο)

(Αντίστροφο) Με δεδοµένο την δεύτερη πρόταση, ϑα δείξουµε
την πρώτη. ΄Εστω ότι ισχύει το A. Τότε ισχύει και το Γ,
γιατί αν ∆ΕΝ ισχύει, και µε δεδοµένο την ισχύ του B, τότε
σύµφωνα µε την δεύτερη πρόταση ∆ΕΝ ϑα ισχύει ούτε το
A. (΄Ατοπο)

Παράδειγµα 2.10. Με αντιθετοαντιστροφή από το παράδειγ-
µα 2.5 στη σελ. 23, έχουµε:

῾῾Αν ο a ∆ΕΝ είναι περιττός ενώ ο a2 είναι περιττός, τότε ο a
∆ΕΝ είναι ακέραιος.᾿᾿

Αν συνεχίσουµε ϑα έχουµε:

῾῾Αν ο a είναι ακέραιος αλλά όχι περιττός (άρα άρτιος) τότε ο a2

∆ΕΝ είναι περιττός.᾿᾿

Χαρακτηριστικά παραδείγµατα εφαρµογής της αντιθετοαντιστροφής
είναι τα επόµενα ϑεωρήµατα. Το ϑεώρηµα Fermat για τα τοπικά
ακρότατα και το ϑεώρηµα ακέραιων ϱιζών πολυωνύµων µε ακέραιους
συντελεστές είναι από τις περιπτώσεις που δεν εφαρµόζουµε συνήθως
το ϑεώρηµα άµεσα, αλλά κυρίως έµµεσα, µε την αντιθετοαντιστροφή
του.

Γενικά µε αυτή την πρακτική δηµιουργούµε αρνητικά κριτήρια.
Κριτήρια για τη ΜΗ ύπαρξη µαθηµατικών εννοιών.
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Θεώρηµα 2.11 (Fermat). Αν η συνάρτηση f : A → R είναι παρα-
γωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος A και παρουσιάζει
τοπικό ακρότατο σε αυτό, τότε f ′(x0) = 0.

Η συνήθης χρήση του όµως γίνεται µε αντιθετοαντιστροφή:
Αν η συνάρτηση f : A → R είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό

σηµείο x0 του διαστήµατος A και είναι f ′(x0) , 0, τότε στο x0 ∆ΕΝ
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο.

Αποκτήσαµε έτσι ένα κριτήριο ΜΗ ύπαρξης τοπικού ακροτάτου.

Θεώρηµα 2.12 (Ακέραιων Ριζών). Αν το πολυώνυµο P(x) µε ακέραιους
συντελεστές έχει ϱίζα τον ακέραιο αριθµό ρ , 0, τότε ο ρ διαιρεί τον
σταθερό όρο του πολυωνύµου.

Και εδώ, όπως και προηγουµένως, έχουµε:
Αν ακέραιος αριθµός ρ , 0 ∆Ε διαιρεί τον σταθερό όρο του πο-

λυωνύµου P(x) µε ακέραιους συντελεστές, τότε ο ρ ∆ΕΝ είναι ϱίζα του
πολυωνύµου P(x).

΄Ετσι έχουµε ένα σηµαντικό κριτήριο για να αποφασίσουµε αν ένας
ακέραιος είναι ή όχι ϱίζα ενός πολυωνύµου.

2.1.5 Κατασκευαστική απόδειξη

Με αυτή τη µέθοδο απόδειξης, δίνεται κατ΄ ευθείαν ένα συγκεκριµ-
µένο παράδειγµα ή µια συγκεκριµµένη διαδικασία (αλγόριθµος), µε
την οποία παράγεται το Ϲητούµενο παράδειγµα.
Χαρακτηριστική περίπτωση τέτοιας απόδειξης, είναι η κατασκευή του
αριθµού Liouville ή αλλιώς σταθερά του Liouville από τον Joseph
Liouville. ΄Ηταν ο πρώτος δεκαδικός αριθµός που αποδείχτηκε 4 ότι
ήταν υπερβατικός.
Η σταθερά του Liouville, είναι ένας δεκαδικός αριθµός που έχει το 1
σε κάθε δεκαδική ϑέση που αντιστοιχεί στο n!, δηλαδή στις δεκαδικές

4Αποδείχτηκε από τον Liouville το 1850.
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ϑέσεις 1,2,6,24,120, . . ., και 0 παντού αλλού.

L =

∞∑
n=1

10−n! = 0,110001000000000000000001000 . . .

Παράδειγµα 2.13. Να δειχτεί ότι υπάρχουν άρρητοι αριθµοί a και
b τέτοιοι ώστε ab ∈ Q.

Απόδειξη. Ο αριθµός eln 2 ισούται µε 2, που είναι ϱητός, ενώ e και
ln 2 είναι άρρητοι. �

2.1.6 Υπαρξιακή απόδειξη

Κάποιες ϕορές αποδεικνύουµε την ύπαρξη µιας µαθηµατικής οντότη-
τας χωρίς κατασκευή, γιατί µπορεί να είναι πολύ δύσκολο και η α-
πόδειξη πολύ µακροσκελής. Χρησιµοποιούµε τα λεγόµενα ῾ὑπαρξια-
κά ϑεωρήµατα᾿᾿ όπως το Θ. Ενδιάµεσων Τιµών, Θ.Μ.Τ., Θ. Bolzano,
κτλπ, τα οποία τα καταφέρνουν πολύ καλά κάτω από ῾῾άσχηµες᾿᾿ συν-
ϑήκες.

Παράδειγµα 2.14. ∆ίνεται συνάρτηση f η οποία είναι περιττή και
συνεχής στο R µε limx→0 [f (cos x)] = 2.
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε
f (x0) = 1.

Απόδειξη. Εδώ δε γνωρίζουµε καν τον τύπο της συνάρτησης f , αλλά
µε τη ϐοήθεια του Θ.Bolzano ϑα αποδείξουµε το Ϲητούµενο. Θα το
εφαρµόσουµε για τη συνάρτηση g(x) = f (x) − 1 στο διάστηµα [0,1].
Η g είναι συνεχής στο [0,1] και είναι

g(0) · g(1) = [f (0) − 1] [f (1) − 1] = [0 − 1][2 − 1] = −1 < 0

γιατί κατά πρώτο λόγο η f είναι περιττή δηλαδή f (−x) = −f (x) για
κάθε x ∈ R και άρα για x = 0 έιναι f (0) = −f (0)⇒ f (0) = 0 και κατά
δεύτερο λόγο, από υπόθεση έχουµε limx→0 [f (cos x)] = 2 που είναι
ισοδύναµο µε f (1) = 2 αφού η συνάρτηση f (cos x) είναι συνεχής σαν
σύνθεση συνεχών. ΄Αρα από το Θ.Bolzano συµπεραίνουµε ότι υπάρχει
ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε g(x0) = 0⇒ f (x0) = 1. �
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2.1.7 Μη κατασκευαστική απόδειξη

Ας δούµε ξανά το παράδειγµα 2.13 στη σελίδα 28, αποδεικνύοντάς
το µε µια απόδειξη που λέγεται ῾῾µη κατασκευαστική᾿᾿.
Παράδειγµα Να δειχτεί ότι υπάρχουν άρρητοι αριθµοί a και b τέτοιοι
ώστε ab ∈ Q.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι ο αριθµός
√

2 είναι άρρητος. Τότε ο α-
ϱιθµός

√
2
√

2 είναι είτε ϱητός είτε άρρητος.

1η περίπτωση: Ο αριθµός
√

2
√

2 είναι ϱητός.
Το Ϲητούµενο αποδείχθηκε µε a = b =

√
2 < Q.

2η περίπτωση: Ο αριθµός
√

2
√

2 είναι άρρητος.
Τότε µε a =

√
2
√

2 < Q και b =
√

2 < Q έχουµε

ab =
(√

2
√

2
)√2

=
√

2(
√

2·
√

2) =
√

22 = 2

ο οποίος είναι ϱητός και το Ϲητούµενο έχει αποδειχθεί.

�

Αυτή η απόδειξη είναι µη κατασκευαστική, γιατί δεν κατασκευ-
άζεται ένα παράδειγµα µε συγκεκριµένες τιµές των µεταβλητών a και
b. Στηρίζεται στον ισχυρισµό ῾῾. . . είναι είτε ϱητός είτε άρρητος.᾿᾿, δίνο-
ντας µε αυτόν τον τρόπο δύο διαφορετικές επιλογές για τον αριθµό√

2
√

2 και δείχνει ότι και στις δύο περιπτώσεις έχουµε το επιθυµητό
αποτέλεσµα. ∆ε µας λέει όµως ποιά από τις δύο περιπτώσεις είναι η
ισχύουσα. 5

5Ο αριθµός
√

2
√

2 είναι όχι µόνο άρρητος, αλλά και υπερβατικός, το οποίο προ-
κύπτει από το ϑεώρηµα Gelfond - Schneider: Αν a και b αλγεβρικοί αριθµοί, όπου
a , 0,1 και b άρρητος (irrational), τότε ab υπερβατικός (trancendental).
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2.2 Πως αρνούµαι µία πρόταση

Είναι σηµαντικό να ϐρίσκουµε την αντίθετη έννοια ή πιο σωστά τη
συµπληρωµατική.
Ο παρακάτω πίνακας µας δίνει την άρνηση χρήσιµων συµβόλων -
εννοιών.

Σύµβολο ΄Αρνηση Σύµβολο ΄Αρνηση
= , ∃ @

, = @ ∃

> < ∈ <

< > < ∈

∪ ∩ ή και
∩ ∪ και ή
∀ ∃ ∃ ∀

Παράδειγµα 2.15. Για κάθε στοιχείο x που ανήκει στο σύνολο A
ισχύει η ιδιότητα P.

∀x ∈ A ⇒ P

Η άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής :
Υπάρχει x που ανήκει στο σύνολο A για το οποίο ∆ΕΝ ισχύει η

ιδιότητα P.
∃x ∈ A ⇒ όχι P

Παράδειγµα 2.16. Υπάρχει x που ανήκει στο σύνολο A για το οποίο
ισχύει η ιδιότητα P.

∃x ∈ A ⇒ P

Η άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής :
∆ΕΝ υπάρχει x που να ανήκει στο σύνολο A για το οποίο ισχύει η

ιδιότητα P.
@x ∈ A ⇒ P

Ισοδύναµη έκφραση είναι η εξής :
Για κάθε στοιχείο x που ανήκει στο σύνολο A ∆ΕΝ ισχύει η ιδιότητα

P.
∀x ∈ A ⇒ όχι P
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∆ηλαδή είναι :

{@x ∈ A ⇒ P} ⇔ {∀x ∈ A ⇒ όχι P}

Παράδειγµα 2.17. ∆ΕΝ υπάρχει x που να ανήκει στο σύνολο A για
το οποίο ισχύει η ιδιότητα P.

@x ∈ A ⇒ P

Η άρνηση της παραπάνω πρότασης είναι η εξής :
Υπάρχει x που ανήκει στο σύνολο A για το οποίο ισχύει η ιδιότητα

P.
∃x ∈ A ⇒ P

Παρατήρηση 2.18. Κατά τη διαδικασία της µετατροπής µιας πρότασης
στην άρνηση αυτής, στην αντίθετή της, όταν αλλάζουµε τη λέξη ῾῾για
κάθε᾿᾿ µε τη λέξη ῾ὑπάρχει᾿᾿ και αντίστροφα, αρνούµαστε και το δεύτερο
όρο της συνεπαγωγής.

Επίσης οι εκφράσεις @x ∈ A ⇒ P, ∀x ∈ A ⇒ όχι P που όπως
είδαµε είναι ισοδύναµες, δεν αποτελούν ολική άρνηση της πρότασης
∀x ∈ A ⇒ P αλλά µερική άρνηση αυτής. Και αυτό γιατί απαιτούµε
για όλα τα x ∈ A να µην ισχύει η ιδιότητα P (ή αλλιώς να µην υπάρχει
κανένα x ∈ A για το οποίο να ισχύει η ιδιότητα P). Είναι όµως αρκετό να
υπάρχει ένα τουλάχιστον x ∈ A για το οποίο να µην ισχύει η ιδιότητα P,
ώστε να ῾῾σπάσει᾿᾿ η καθολικότητα της ισχύος του ῾῾για κάθε᾿᾿, ῾῾για όλα᾿᾿.

Παρόµοια είναι και η ϐάση της λογικής µε την οποία χρησιµοποιο-
ύµε το αντιπαράδειγµα για να δείξουµε ότι ∆ΕΝ ισχύει µια πρόταση.
(Βλέπε σχετικά στη σελ. 40)

Παράδειγµα 2.19. ΄Εστω δύο συναρτήσεις f και g ορισµένες στο R
για τις οποίες ισχύει ότι για κάθε x ∈ R είναι f (x) · g(x) = 0. ΄Εχουµε
δηλαδή ότι

{∀x ∈ R ισχύει (f (x) = 0 ή g(x) = 0)}

Θα ήταν λάθος όµως να ϐγάλουµε σαν συµπέρασµα ότι

{∀x ∈ R, f (x) = 0} ή {∀x ∈ R, g(x) = 0}
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αφού για παράδειγµα, αν

f (x) =

0, αν x ∈ R \ Q
1, αν x ∈ Q

και

g(x) =

1, αν x ∈ R \ Q
0, αν x ∈ Q

τότε αυτό είναι προφανές ότι δεν αληθεύει.

Γενικά ισχύει ότι

{∀x, ισχύει P} ή {∀x, ισχύει Q} ⇒ {∀x, ισχύει (P ή Q)}

΄Οπως είδαµε όµως, το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.
Επίσης ισχύει ότι

{∃x : να ισχύει (P και Q)} ⇒
{∃x : να ισχύει P} και {∃x : να ισχύει Q}

χωρίς πάλι να ισχύει το αντίστροφο.
Οι ισοδυναµίες ισχύουν στις παρακάτω δύο περιπτώσεις :

{∀x, ισχύει (P και Q)} ⇔ {∀x, ισχύει P} και {∀x, ισχύει Q}

και

{∃x : να ισχύει (P ή Q)} ⇔
{∃x : να ισχύει P} ή {∃x : να ισχύει Q}

2.2.1 Παραδείγµατα άρνησης ορισµών

Ορισµός 2.20. [΄Ανω ϕραγµένο συνόλο]
Το σύνολο A ⊆ R είναι ϕραγµένο άνω, αν και µόνο αν για κάθε

x ∈ A, υπάρχει M ∈ R τέτοιο ώστε x 6 M.6

6Το Μ λέγεται άνω ϕράγµα του Α. ΑνM ∈ A τότε το Μ είναι το µέγιστο (maximum)
στοιχείο του Α.
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΄Αρνηση
Το σύνολο A ⊆ R ∆ΕΝ είναι ϕραγµένο άνω, αν για κάθε M ∈ R,

υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε x > M .7

Ορισµός 2.21. [΄Ανω πέρας συνόλου]8

Το s ∈ R είναι το άνω περας του συνόλου A ⊆ R και συµβολίζεται
supA αν και µόνο αν

1. Για κάθε x ∈ A ⇒ x 6 s. (Το s είναι άνω ϕράγµα.)
και

2. Για κάθε s′ ∈ R, µε s′ > x για κάθε x ∈ A ισχύει ότι s 6 s′.
(Κάθε άλλο άνω ϕράγµα s′ είναι µεγαλύτερο από το s.)

Με άλλα λόγια :
supA = s ∈ R αν και µόνο αν το s είναι το µικρότερο άνω ϕράγµα του
A.

΄Αρνηση
Το s ∈ R ∆ΕΝ είναι supA αν

1. Υπάρχει x ∈ A τέτοιο ώστε x > s. (Το s ∆ΕΝ είναι άνω ϕράγµα.)
ή

2. Υπάρχει s′ ∈ R, µε s′ > x για κάθε x ∈ A τέτοιο ώστε s′ <
s. (Υπάρχει άνω ϕράγµα s′ που είναι µικρότερο από το άνω
ϕράγµα s.)

Ορισµός 2.22. [Σύγκλιση ακολουθίας]
Η ακολουθία an συγκλίνει στον αριθµό ` ∈ R και συµβολίζουµε

an → ` αν και µόνο αν, για κάθε περιοχή του `, οσοδήποτε µικρή,
υπάρχει όρος an0 της ακολουθίας, τέτοιος ώστε, όλοι οι επόµενοι όροι
της να ανήκουν σε αυτή την περιοχή.

{an → `} ⇔

{∀ϸ > 0, ∃n0 ∈ N : |an − `| < ϸ, ∀n > n0, n ∈ N}
7Το Α είναι της µορφής (x,+∞) ή [x,+∞) ή (−∞,+∞). Το Α ∆ΕΝ είναι ϕραγµένο

άνω αν και µόνο αν ∆ΕΝ έχει άνω ϕράγµα.
8Supremum
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Παρατήρηση 2.23. Κάθε περιοχή (` − ϸ, ` + ϸ),οσοδήποτε µικρή, πε-
ϱιέχει άπειρο πλήθος όρων της ακολουθίας an.
(Είναι όλοι οι όροι µε n > n0)

{an → `} ⇔{
∀ϸ > 0, ∃ άπειρο πλήθος όρων της an ώστε |an − `| < ϸ

}
Εκτός της περιοχής (`−ϸ, `+ϸ) υπάρχει πεπερασµένο πλήθος όρων της
an. Το πλήθος αυτό εξαρτάται από το ϸ.

΄Αρνηση
Η ακολουθία an ∆Ε συγκλίνει στον αριθµό ` ∈ R και συµβολίζουµε

an 9 `, αν και µόνο αν υπάρχει περιοχή του ` τέτοια ώστε για κάθε
όρο της ακολουθίας, να υπάρχει κάποιος όρος µετά από αυτόν εκτός
της περιοχής.

{an 9 `} ⇔

{∃ϸ > 0 : ∀m ∈ N, ∃n > m, |an − `| > ϸ}

Παρατήρηση 2.24. Υπάρχει περιοχή (` − ϸ, ` + ϸ) εκτός της οποίας
ϐρίσκεται άπειρο πλήθος όρων της an.

{an 9 `} ⇔{
∃ϸ > 0 : άπειρο πλήθος όρων ικανοποιεί την |an − `| > ϸ

}
Στην περιοχή (` − ϸ, ` + ϸ) ανήκει πεπερασµένο πλήθος όρων της an.

Ορισµός 2.25. [Συνέχεια συνάρτησης]

1ος Η συνάρτηση f (x) : A → R είναι συνεχής στο x0 ∈ A αν και
µόνο αν για κάθε περιοχή του f (x0), οσοδήποτε µικρή, υπάρχει
περιοχή του x0 µε στοιχεία x του A, για τα οποία οι τιµές f (x)
ανήκουν στην περιοχή του f (x0).

{f (x) : A → R συνεχής στο x0 ∈ A} ⇔

{∀ϸ > 0, ∃δ > 0 : ∀x ∈ A µε |x − x0| < δ ⇒

|f (x) − f (x0)| < ϸ}
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ή αλλιώς

{∀ϸ > 0, ∃δ > 0 :
f [(x0 − δ, x0 + δ) ∩ A] ⊆ (f (x0) − ϸ, f (x0) + ϸ)}

2ος Η συνάρτηση f (x) : A → R είναι συνεχής στο x0 ∈ A αν και
µόνο αν για κάθε ακολουθία xn στοιχείων του A που συγκλίνει
στο x0, και η ακολουθία f (xn) συγκλίνει στο f (x0).

{f (x) : A → R συνεχής στο x0 ∈ A} ⇔

{∀xn ∈ A µε xn → x0 ⇒ f (xn)→ f (x0)}

΄Αρνηση
Η συνάρτηση f (x) : A → R είναι ΑΣΥΝΕΧΗΣ στο x0 ∈ A, αν και

µόνο αν :

1. Υπάρχει περιοχή του f (x0), ώστε σε κάθε περιοχή του x0 να
υπάρχει x ∈ A του οποίου η τιµή f (x) να µην ανήκει στην
περιοχή του f (x0).

{f (x) : A → R ΑΣΥΝΕΧΗΣ στο x0 ∈ A} ⇔

{∃ϸ > 0, ∀δ > 0 : ∃x ∈ A µε |x − x0| < δ ⇒

|f (x) − f (x0)| > ϸ}

2. Υπάρχει ακολουθία xn στοιχείων του A που συγκλίνει στο x0,
αλλά η ακολουθία f (xn) ∆Ε συγκλίνει στο f (x0).

{f (x) : A → R ΑΣΥΝΕΧΗΣ στο x0 ∈ A} ⇔

{∃xn ∈ A µε xn → x0 ⇒ f (xn)9 f (x0)}

Ορισµός 2.26. [Σηµείο συσσώρευσης]

1ος Το x0 ∈ R λέγεται σηµείο συσσώρευσης του A ⊆ R, αν και µόνο
αν για κάθε δ > 0 το σύνολο (x0 − δ, x0 + δ) − {x0} περιέχει 1
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τουλάχιστον στοιχείο του A.9

{Το x0 είναι σ.σ. του A} ⇔
{∀δ > 0, ∃x ∈ A : 0 < |x − x0| < δ}

2ος Το x0 ∈ R λέγεται σηµείο συσσώρευσης του A ⊆ R, αν και µόνο
αν το σύνολο (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A είναι άπειρο για κάθε δ > 0.10

{Το x0 είναι σ.σ. του A} ⇔
{∀δ > 0, (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A \ {x0} , ∅}

3ος Το x0 ∈ R λέγεται σηµείο συσσώρευσης του A ⊆ R, όταν υπάρχει
ακολουθία (xn), µε όρους διαφορετικούς ανά δύο, στοιχείων του
A, µε xn , x0, τέτοια ώστε xn → x0.

{Το x0 είναι σ.σ. του A} ⇔
{∃(xn) ∈ A, xn , x0 : xn → x0}

΄Αρνηση
Το x0 ∆ΕΝ11 είναι σ.σ. του συνόλου A αν και µόνο αν :

1. Υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε το σύνολο (x0−δ, x0 +δ)−{x0} να µην
περιέχει κανένα στοιχείο του συνόλου A. (∆ηλαδή αρκεί να ϐρω
µια περιοχή του x0 στην οποία να µην ανήκει κανένα στοιχείο
του A εκτός απο το x0.)

{Το x0 είναι µεµωνοµένο σηµείο του A} ⇔
{∃δ > 0 : (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A = {x0}}

ή αλλιώς
9Το x0 µπορεί να ανήκει ή να µην ανήκει στο σύνολο A.

10Αφού περιέχει 1 τουλάχιστον στοιχείο, ϑα περιέχει άπειρα στοιχεία. Και αυτό
γιατί αν παίρνουµε ολοένα και µικρότερες τιµές του δ, άπειρες ϕορές, ϑα έχουµε
άπειρα τέτοια σύνολα µε 1 τουλάχιστον x0 σε κάθενα από αυτά.

11Αν το x0 δεν είναι σ.σ. του συνόλου A τότε είναι µεµονωµένο σηµείο του A.
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2. Για κάθε ακολουθία (xn) στοιχείων του A µε xn , x0, ισχύει ότι
xn 9 x0.

Ορισµός 2.27. [΄Οριο συνάρτησης]

1ος Το όριο της συνάρτησης f (x) όταν το x τείνει στο x0 είναι ` ∈ R
και συµβολίζουµε limx→x0f (x) = ` αν και µόνο αν :

– το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού της f
και

– για κάθε περιοχή του ` οσοδήποτε µικρή, υπάρχει περιοχή
του x0 αρκετά µικρή, τέτοια ώστε, για κάθε x του πεδίου
ορισµού της f που ανήκει σε αυτή την περιοχή, οι τιµές
της f (x) να ανήκουν στην περιοχή του `.

{
∀ϸ > 0, ∃δ > 0 : ∀x ∈ Df

µε 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f (x) − `| < ϸ}

2ος Το όριο της συνάρτησης f (x) όταν το x τείνει στο x0 είναι ` ∈ R
και συµβολίζουµε limx→x0f (x) = ` αν και µόνο αν :

– Το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού της f
και

– Για κάθε ακολουθία xn σηµείων του πεδίου ορισµού της
f (x), µε xn , x0 και xn → x0, είναι f (xn)→ `.

΄Αρνηση
΄Εστω συνάρτηση f : A → R µε A ⊆ R και x0 σηµείο συσσώρευσης

του A.

1. Το ` ∈ R ∆ΕΝ είναι όριο της συνάρτησης f (x) καθώς το x τείνει
στο x0, αν και µόνο αν :
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• Υπάρχει περιοχή του `, ώστε για κάθε περιοχή του x0, να
υπάρχει x του πεδίου ορισµού της f που ανήκει σε αυτή
την περιοχή, µε την τιµή του f (x) να µην ανήκει στην
περιοχή του `.

{∃ϸ > 0 : ∀δ > 0, ∃x ∈ A
µε 0 < |x − x0| < δ και |f (x) − `| > ϸ}

ή

• Υπάρχει ακολουθία xn σηµείων του πεδίου ορισµού της
f (x), µε xn , x0 ώστε xn → x0 και f (xn)9 `.

2. Το όριο της συνάρτησης f (x) ∆ΕΝ υπάρχει, καθώς το x τείνει
στο x0, αν και µόνο αν :

• Υπάρχει ακολουθία xn σηµείων του πεδίου ορισµού της
f (x), µε xn , x0 ώστε xn → x0 και f (xn) να ΜΗΝ συγκλίνει
στο R.
ή

• Υπάρχουν δύο ακολουθίες an, bn σηµείων του πεδίου ορι-
σµού της f (x), µε an , bn και an → x0, bn → x0 ώστε
f (an)→ `, f (bn)→ m και ` , m.

2.3 Πως αποδεικνύω ότι ∆ΕΝ ισχύει µία
πρόταση

2.3.1 Εξάντληση όλων των ενδεχοµένων

Εξαντλώντας όλες τις δυνατές περιπτώσεις που µπορούµε να έχουµε,
δείχνοντας ότι καµµία από αυτές δεν είναι ικανή για την ισχύ της
πρότασης.

Παράδειγµα 2.28. Για να αποδείξουµε ότι ένας ϕυσικός n > 1 δεν
είναι σύνθετος (δηλαδή ότι είναι πρώτος), δείχνουµε ότι δεν έχει πρώτο
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διαιρέτη p µε p 6
√
n. ΄Ετσι ο αριθµός 401 δεν είναι σύνθετος, αφού

20 <
√

401 < 21 και κανένας από τους πρώτους που είναι µικρότεροι
από το 20 δε διαιρεί το 401.

Παράδειγµα 2.29. Να δειχτεί ότι η εξίσωση xn + 3x + 2 = 0 µε n
περιττό ϕυσικό, δεν έχει ϱίζα στο σύνολο των ακεραίων.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα των ακεραίων ϱιζών, προκύπτει πως αν η
εξίσωση έχει ακέραια ϱίζα τότε αυτή ϑα είναι διαίρετης του σταθερού
όρου, που είναι ίσος µε 2. ΄Αρα εξετάζουµε τις δυνατές περιπτώσεις
που είναι ±1,±2, και συµπεραίνουµε ότι κανένας από αυτούς τους
αριθµούς δεν είναι ϱίζα της εξίσωσης, αφού

1n + 3 · 1 + 2 = 6 > 0
2n + 3 · 2 + 2 = 2n + 8 > 0

(−1)n + 3 · (−1) + 2 = −1 − 3 + 2 = −2 < 0
(−2)n + 3 · (−2) + 2 = −2n − 4 < 0

οπότε η εξίσωση αυτή είναι αδύνατη στο σύνολο των ακεραίων για
κάθε ϑετική περιττή τιµή του n. �

2.3.2 Απαγωγή σε άτοπο

Παράδειγµα 2.30. Να δειχτεί ότι ο αριθµός log k µε k > 1 περιττό
ϕυσικό, δεν είναι ϱητός.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο αριθµός log k είναι ϱητός, δηλαδή υπάρχουν
m, n ϕυσικοί τέτοιοι ώστε log k =

m

n
. ΄Εχουµε τότε

log k =
m

n
⇔

10log k = 10
m
n ⇔

k = 10
m
n ⇔

kn = 10m ⇔
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το οποίο είναι άτοπο, γιατί ένας περιττός, ο kn, δε µπορεί να είναι
ίσος µε ένα άρτιο, τον 10m. ΄Αρα ο αριθµός log k όπου k > 1 περιττός
ϕυσικός, είναι άρρητος. �

2.3.3 Αρνητικό κριτήριο
12

Παράδειγµα 2.31. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f (x) =
ln x
x

+ x2

δεν έχει τοπικά ακρότατα.

Απόδειξη. Η συνάρτηση είναι συνεχής και παραγωγίσιµη για κάθε
x > 0 µε

f ′(x) =
1 − ln x
x2 + 2x

και είναι

1 − ln x
x2 + 2x = 0

1 − ln x + 2x3 = 0
1 + 2x3 = ln x

όµως ln x < x < 1 + 2x3 για κάθε x > 0, και άρα f ′(x) > 0, οπότε η
συνάρτηση f (x) δεν έχει τοπικά ακρότα. �

2.3.4 Αντιπαράδειγµα.

Αρκεί να ϐρούµε ένα παράδειγµα, τέτοιο ώστε, µε την υπάρχουσα
υπόθεση να µην ισχύει το συµπέρασµα της πρότασης, για να καταρ-
ϱίψουµε την καθολικότητα της ισχύος της. ΄Εστω και αν έχει επαλη-
ϑευτεί µε χιλιάδες παραδείγµατα. ∆ΕΝ ΑΡΚΟΥΝ.

12Βλέπε σχετικά και στη σελ. 26
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Παράδειγµα 2.32 (Πολυώνυµα παραγωγής πρώτων αριθµών). Ο Eu-
ler [5] το 1772, ϐρήκε ένα πολυώνυµο 13-γεννήτρια παραγωγής πρώτων
αριθµών. Το πολυώνυµο

f (x) = x2 + x + 41 (2.1)

για x = 0,1,2, . . .39 δίνει τιµές που είναι πρώτοι αριθµοί. Κάποιος
µπορεί να ισχυριστεί ότι µέσω αυτού του πολυωνύµου ϑα ϐρούµε
όλους τους πρώτους αριθµούς !
Αντιπαράδειγµα: Για x = 40 έχουµε f (40) = 1681 = 412 που είναι
σύνθετος. ΄Αρα απορρίπτεται ο προηγούµενος ισχυρισµός. Σκεφτείτε
τώρα τι δύσκολο ϑα ήταν να ϐρεθεί αντιπαράδειγµα, αν το πλήθος των
τιµών του x για τους οποίους ϑα είχαµε πρώτους, ήταν τεράστιο. Σε
αυτή την περίπτωση ϕαίνεται η αξία αλλά και η αναγκαιότητα της µα-
ϑηµατικής λογικής και απόδειξης. Χαρακτηριστική τέτοια περίπτωση
είναι η υπόθεση Riemann, που λέει ότι οι µη τετριµµένες ϱίζες ρ της
συνάρτησης Ϲήτα 14 του Riemann, έχουν όλες πραγµατικό µέρος 1

2 .
΄Εχουν ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια υπολογιστή, δισεκατοµµύρια ϱίζες, το
πραγµατικό µέρος όλων όµως ϐρίσκεται στην ευθεία x = 1

2 . Αν ϐρε-
ϑεί έστω και µία ϱίζα µε Re(ρ) , 1

2 τότε η υπόθεση Riemann ϑα έχει
αποδειχτεί ότι δεν ισχύει.

Παράδειγµα 2.33 (Πυθαγόρειες τριάδες). Πυθαγόρεια τριάδα αριθ-
µών ονοµάζεται µια τριάδα ϕυσικών αριθµών a, b, c που ικανοποιούν
την εξίσωση

a2 + b2 = c2

13 ΄Ενα αντίστοιχο πολυώνυµο που οφείλεται στον Legendre το 1798, είναι το
f (x) = x2 − x + 41, το οποίο δίνει τους ίδιους 40 πρώτους µε αυτό του Euler,
για x = 1,2, . . .40. Υπάρχουν και πολλά άλλα, όχι µόνο 2ου ϐαθµού, τα οποία
παράγουν µεγαλύτερο πλήθος πρώτων, αλλά έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει µη
σταθερό πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές που να παράγει πρωτους αριθµούς
για κάθε ακέραια τιµή του x.

14Για z ∈ C µε Re(z) > 1, ορίζεται ως συνάρτηση Ϲήτα του Riemann η αναλυτική

συνάρτηση ζ (z) =

∞∑
n=1

1
nz

.
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Είναι δηλαδή ακέραια µήκη πλευρών ορθογώνιου τριγώνου. Ο τύπος

(m2 + 1)2 = (m2 − 1) + (2m)2 µε m ∈ N (2.2)

µας παρέχει άπειρες τριάδες π.χ.

για m = 2→ (3,4,5)
για m = 3→ (6,8,10)
για m = 4→ (8,15,17)

∆ιαφορετικές τιµές του m, δίνουν και διαφορετικές τριάδες. ΄Οµως ∆Ε
µας παράγει ΄ΟΛΕΣ τις τριάδες, γιατί :
Αντιπαράδειγµα: Η πυθαγόρεια τριάδα (7,24,25) ∆Ε µπορεί να προ-
κύψει από τον τύπο 2.2, αφού οι αριθµοίm2−1 καιm2 +1 διαφέρουν
κατά 2, ενώ οι αριθµοί 24 και 25 διαφέρουν κατά 1.
Μια πλήρης λύση: Αν a = u2 − v2, b = 2uv και c = u2 + v2 όπου
u, v ∈ N σχετικά πρώτοι µεταξύ τους µε u > v και u − v να είναι
περιττός, τότε a, b, c ∈ N ώστε a2 + y2 = c2. ΄Ολες οι τριάδες που
παράγονται έχουν Μ.Κ.∆.(a, b, c) = 1 και λέγονται πρωταρχικές (οι
αριθµοί a, b, c είναι σχετικά πρώτοι µεταξύ τους). 15

Παράδειγµα 2.34 (Μικρή πλάνη του Fermat). Ο Fermat ισχυρίστη-
κε το 1640, ότι όλοι οι αριθµοί της µορφής 22n + 1, όπου n ∈ N,
είναι πρώτοι. Αυτό είναι σωστό για n = 0,1,2,3,4 αλλά όπως απέδει-
ξε το 1732 ο Euler, για n = 5, ο αριθµός 225

+ 1 = πολ641 είναι
σύνθετος. 16

Πως πρέπει να είναι ένα αντιπαράδειγµα ;
΄Εστω ότι ϑέλω να δείξω ότι ∆ΕΝ ισχύει η πρόταση:

15 ΄Ετσι παράγονται όλες οι τριάδες αφού ισχύει ότι αν η τριάδα (a, b, c) είναι
πυθαγόρεια, τότε και η (ka, kb, kc) µε k ∈ N ϑα είναι πυθαγόρεια.

16Είναι 225
+ 1 = 4.294.967.297 = 6.700.417 ∗641. ΄Εχει αποδειχθεί, ότι πολλοί

από τους αριθµούς της µορφής 22n + 1 (αριθµοί του Fermat) είναι σύνθετοι, ενώ
είναι ακόµα ανοιχτό το πρόβληµα για το αν υπάρχει άπειρο πλήθος πρώτων αυτής
της µορφής.
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2.3. ΠΩΣ ΑΠΟ∆ΕΙΚΝΥΩ ΟΤΙ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ ΜΙΑ ΠΡΟΤΑΣΗ

῾῾Αν ισχύει η συνθήκη Α τότε συνεπάγεται η συνθήκη Β᾿᾿

Αρκεί να ϐρω ένα παράδειγµα, τέτοιο ώστε να ισχύει η συνθήκη Α
αλλά να ΜΗΝ ισχύει η συνθήκη Β.

Παρατήρηση 2.35. Η έκφραση ῾῾να ΜΗΝ ισχύει η συνθήκη Β᾿᾿, δε
σηµαίνει ότι οπωσδήποτε ϑα πρέπει να ισχύει η αντίθετη - συµπληρω-
µατική έννοια της Β. Αρκεί να ισχύει µια συνθήκη Γ, διάφορη της Β, ή
καλύτερα µια συνθήκη Γ, µη ικανή για την ισχύ της Β (Γ; B).

Παρατήρηση 2.36. Η ύπαρξη ενός αντιπαραδείγµατος ∆ΕΝ είναι ικα-
νή για την ισχύ της πρότασης :

῾Ἁν ισχύει η συνθήκη Α τότε συνεπάγεται η άρνηση του Β᾿᾿

ή αλλιώς

῾Ἁν ισχύει η συνθήκη Α τότε ∆Ε συνεπάγεται η συνθήκη Β᾿᾿

Το αντιπαράδειγµα είναι ικανό για την απόδειξη της ΜΗ ισχύος µιας
πρότασης, αλλά ΜΗ ικανό - µόνο αναγκαίο - για την απόδειξη της ι-
σχύος µιας πρότασης. Με ένα παράδειγµα ∆ΕΝ αποδεικνύω µια πρότα-
ση. Τότε δε ϑα χρειαζόµασταν επίπονες και µακροσκελείς αποδείξεις !
Και αυτό γιατί :
΄Εστω ότι ϑέλουµε να αποδείξουµε την πρόταση:

῾Ἁν ισχύει η συνθήκη Α τότε συνεπάγεται η συνθήκη Β᾿᾿

και υπάρχει ένα παράδειγµα όπου ισχύουν οι συνθήκες A και B. Η
ταυτόγχρονη όµως ισχύς των A και B, ∆Ε σηµαινει ότι είναι και καθο-
λική, ότι ισχύουν δηλαδή πάντα, σε κάθε περίπτωση. Ακόµα και αν η
ισχύς τους είναι καθολική, δε γνωρίζουµε αν η συνθήκη A είναι ικανή
για την ισχύ της συνθήκης B. Μπορεί να συµβαίνει και το αντίστροφο,
δηλαδή B ⇒ A. Είναι ϐέβαια πιθανό να είναι ισοδύναµες, A ⇔ B,
αλλά αυτό αποτελεί µία µόνο περίπτωση.
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Κεφάλαιο 3

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΝΤΙΘΕΤΟΥ

Στο κεφάλαιο αυτό, δίνεται µια ϐασική µεθοδολογία για την απόδειξη
της άρνησης ϐασικών εννοιών, για την απόδειξη της ΜΗ ισχύος µιας
συνθήκης. ∆ηλαδή, ότι ∆ΕΝ έχει ϱίζα, ότι ∆ΕΝ είναι µονότονη, κτλπ.,
χρησιµοποιώντας την προαναφερόµενη ϑεωρία, και κατά κύριο λόγο
την αντιθετοαντιστροφή γνωστών προτάσεων.

3.1 Ακολουθίες

1. Μια ακολουθία an ∆Ε συγκλίνει στο ` ∈ R αν ισχύει ένα
από τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχει υπακολουθία της που συγκλίνει στο m , `. 1

(ϐʹ) lim
a1 + a2 + a3 + · · · + an

n
, `

(Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης Cauchy: Αν liman =

` ∈ R τότε lim a1+a2+a3+···+an
n = `)

(γʹ) Αποκλίνει.

(δʹ) Είναι ϕραγµένη από 2 ακολουθίες που συγκλίνουν στο m
µε m , `. 2

1Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95
2Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.38 στη σελ. 93
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΝΤΙΘΕΤΟΥ

2. Μια ακολουθία ∆Ε συγκλίνει (αποκλίνει) αν ισχύει ένα α-
πό τα παρακάτω:

(αʹ) ∆ΕΝ είναι ϐασική. 3

(ϐʹ) ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη. 4

(γʹ) Υπάρχει µια τουλάχιστον υπακολουθία της που αποκλίνει. 5

(δʹ) Υπάρχουν 2 υπακολουθίες της που συγκλίνουν σε διαφο-
ϱετικά όρια. 6

(Πολλές ϕορές ϐοηθάει να πάρουµε τις ακολου-
ϑίες των άρτιων και περιττών όρων της an, δηλαδή
τις a2n και a2n−1.)

3. Μια ακολουθία ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Είναι µονότονη και αποκλίνει. 7

(ϐʹ) Υπάρχει υπακολουθία της που είναι ΜΗ ϕραγµένη. 8

(γʹ) Καµµία υπακολουθία της ∆Ε συγκλίνει. 9

4. Μια ακολουθία ∆ΕΝ είναι µονότονη αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Είναι ϕραγµένη και αποκλίνει. 10

(ϐʹ) Αποκλίνει και έχει υπακολουθία που συγκλίνει. 11

3Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης :
Μια ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν είναι ϐασική

4Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.4 στη σελ. 87
5Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95
6Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.50 στη σελ. 95
7Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.9 στη σελ. 88
8Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης :

Κάθε υπακολουθία ϕραγµένης ακολουθίας, είναι ϕραγµένη
9Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.46 στη σελ. 94

10Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 6.9 στη σελ. 88
11Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης :

Αν µια µονότονη ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία τότε συγκλίνει
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3.2. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

3.2 Συναρτήσεις

1. ∆ύο συναρτήσεις f, g ∆ΕΝ είναι ίσες αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) ΄Εχουν διαφορετικό πεδίο ορισµου, Df , Dg.

(ϐʹ) Εφόσον Df = Dg = A υπάρχει x ∈ A ώστε f (x0) , g(x0).

2. ΄Εστω 2 συναρτήσεις f : A → R και g : B → R.
Η σύνθεση f ◦ g ∆ΕΝ ορίζεται αν:

g(B) ∩ A = ∅

3. ΄Εστω συνάρτηση f : A → B.
Το B ∆ΕΝ είναι σύνολο τιµών της f αν:

Υπάρχει y ∈ B ώστε για κάθε x ∈ A να είναι f (x) , y. Με
άλλα λόγια, αν υπάρχει y ∈ B ώστε η εξίσωση f (x) = y να είναι
αδύνατη για κάθε x ∈ A.

4. Το a ∈ R ∆ΕΝ ανήκει στο σύνολο τιµών της f αν:

Η εξίσωση f (x) = a είναι αδύνατη για κάθε x στο πεδίο ορισµού
της f . 12

5. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι περιοδική αν ισχύει ένα από
τα παρακάτω:

(αʹ) ∆εν υπάρχει T ∈ R∗ τέτοιο ώστε f (x + T ) = f (x) για κάθε
x ∈ Df .

(ϐʹ) Η f (x) είναι µονότονη.

(γʹ) Η f (x) είναι ῾῾1-1᾿᾿.

(δʹ) ΄Εχει οριζόντια ή πλαγια ασύµπτωτη.

(εʹ) Η f ′(x) ∆ΕΝ είναι περιοδική. 13

12Εκτός πεδίου ορισµού είναι δυνατό να υπάρχουν ϱίζες της εξίσωσης.
13Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 9.1 στη σελ. 137
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΑΝΤΙΘΕΤΟΥ

6. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι άρτια αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Η f (x) είναι µονότονη.

(ϐʹ) Η f (x) είναι ῾῾1-1᾿᾿.

(γʹ) Υπάρχει x ∈ Df ώστε f (−x) , f (x).

7. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι περιττή αν:

Υπάρχει x ∈ Df ώστε f (−x) , −f (x).

8. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿ στο Df αν ισχύει ένα από
τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχει y στο σύνολο τιµών της f (x) ώστε η εξίσωση f (x) =

y να έχει 2 διαφορετικές µεταξύ τους ϱίζες ως προς x ∈ Df .
(Η εξίσωση f (x) = y ∆ΕΝ έχει µοναδική λύση ως προς
x ∈ Df )

(ϐʹ) Υπάρχουν x1, x2 ∈ Df µε x1 , x2 ώστε f (x1) = f (x2).

(Στην πράξη, συνήθως προσπαθούµε να ϐρούµε
δύο διαφορετικές ϱίζες της f (x).)

(γʹ) Υπάρχει σύνολο A ⊆ Df ώστε για κάθε x ∈ A η συνάρτηση
είναι σταθερη.

(δʹ) Είναι Df = A ∪ B και f (A) ∩ f (B) , ∅.

(εʹ) Το Df είναι διάστηµα και η f είναι συνεχής και ΜΗ γνησίως
µονότονη σε αυτό. 14

(ϛʹ) Είναι περιοδική.

(Ϲʹ) Είναι άρτια ή πιο γενικά, έχει συµµετρία ως προς κατα-
κόρυφο άξονα.

9. Μια συνάρτηση ∆ΕΝ αντιστρέφεται αν:

∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿.
14Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.37 στη σελ. 123
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3.3. ΟΡΙΑ

10. Μια συνάρτηση g ∆ΕΝ είναι αντίστροφη της f αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η g ∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿.

(ϐʹ) Υπάρχει x0 ∈ Dg ώστε g(x0) < Df ή αλλιώς υπάρχει x0 ∈ Df
ώστε f (x0) < Dg.

(γʹ) Dg , Rf ή Df , Rg.

11. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη στο Df αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχει x ∈ Df ώστε |f (x)| > θ για κάθε θ > 0.

(ϐʹ) ΄Εχει κατακόρυφη ή πλάγια ασύµπτωτη.

(γʹ) ΄Εχει µη ϕραγµένο σύνολο τιµών.

3.3 ΄Ορια

1. Το όριο της συνάρτησης f (x) καθώς το x → x0 ∆ΕΝ ισούται
µε ` ∈ R αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το lim
x→x0

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει.

(ϐʹ) Είναι lim
x→x0

f (x) = m , `.

(γʹ) Είναι lim
x→x0
|f (x)| , |`|.

(δʹ) Υπάρχει ακολουθία an, n ∈ N, an → x0 ώστε lim f (an) , `.

(εʹ) Κάποιο από τα lim
x→x0−

f (x) ή lim
x→x0+

f (x) είναι διάφορο του `.

(Είναι χρήσιµο στις συναρτήσεις πολλαπλού τύπου,
όπου στην περίπτωση που αλλάζει ο τύπος στο x0,
επιλέγουµε τον πιο εύκολο τύπο για τον υπολογι-
σµό του ορίου.)
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2. Το lim
x→x0

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει στο R ∪ {±∞} αν ισχύει ένα από

τα παρακάτω:

(αʹ) Κάποιο από τα lim
x→x0−

f (x) ή lim
x→x0+

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει στο R∪

{±∞}.

(ϐʹ) Είναι lim
x→x0−

f (x) , lim
x→x0+

f (x).

(γʹ) Υπάρχει ακολουθία an, n ∈ N, an → x0 ώστε το lim f (an)
∆ΕΝ υπάρχει στο R ∪ {±∞}.

(δʹ) Υπάρχουν ακολουθίες an, bn, n ∈ N, µε an , bn για κάθε
n ∈ N, και an → x0, bn → x0 ώστε lim f (an) , lim f (bn).

(εʹ) Η f είναι άθροισµα, γινόµενο ή πηλίκο δύο συναρτήσεων,
από τις οποίες η ΜΙΑ ΜΟΝΟ ∆ΕΝ έχει όριο στο R ∪ {±∞}
καθώς το x → x0. Το όριο της άλλης ανήκει στο R∗. 15

Για παράδειγµα:
΄Εστω f = g + h και lim

x→x0
g(x) = ` ∈ R ενώ lim

x→x0
h(x) ∆ΕΝ

υπάρχει στο R ∪ {±∞}. Αν το όριο της f υπάρχει και είναι
lim
x→x0

f (x) = m ∈ R ή ±∞, τότε επειδή h = f − g, έχουµε

lim
x→x0

h(x) = (m − `) ∈ R ή ισούται µε ±∞.
΄ΑΤΟΠΟ.
΄Αρα το lim

x→x0
f (x) ∆ΕΝ υπάρχει στο R ∪ {±∞}.

Παρατήρηση 3.1. Αν ΚΑΙ οι δύο συναρτήσεις δεν έχουν
όριο, τότε ίσως το άθροισµα, γινόµενο ή πηλίκο αυτών να
έχει όριο. ΄Εστω g(x) = 1

x και h(x) = x − 1
x οπότε f (x) =

g(x) + h(x) = x. Τα όρια των g και h ∆ΕΝ υπάρχουν καθώς
το x → 0, είναι όµως lim

x→0
f (x) = ` ∈ R.

15Το όριο δεν είναι απαραίτητα διάφορο του µηδέν, µόνο όµως στην περίπτωση
του αθροίσµατος, όπως ϐλέπουµε και στο παράδειγµα.
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3.4. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

3.4 Συνέχεια

1. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι συνεχής στο x0 ∈ Df ⊆ R αν
ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το lim
x→x0

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει στο R.

(ϐʹ) Είναι lim
x→x0

f (x) , f (x0).

(γʹ) Η συνάρτηση |f (x)| ∆ΕΝ είναι συνεχής στο x0.

2. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι συνεχής στο ∆ ⊆ Df ⊆ R αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχει x0 ∈ ∆ στο οποίο η f ∆ΕΝ είναι συνεχής.

(ϐʹ) Το ∆ είναι διάστηµα και η f είναι ῾῾1-1᾿᾿ και ΜΗ γνησίως
µονότονη σε αυτό. 16

(γʹ) Το ∆ είναι διάστηµα και η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει την ιδι-
ότητα των ενδιάµεσων τιµών σε αυτό. 17

(δʹ) Το ∆ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση f ∆ΕΝ πα-
ϱουσιάζει µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε αυτό. Με άλλα
λόγια ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη σε αυτό. 18

(εʹ) Το f (∆) ∆ΕΝ είναι διάστηµα και η f είναι ΜΗ σταθερή στο
διάστηµα ∆. 19

(ϛʹ) Το ∆ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι
ολοκληρώσιµη κατά Riemann σε αυτό. 20

(Ϲʹ) Το ∆ είναι κλειστό διάστηµα και η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει
αρχική σε αυτό. 21

16Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.37 στη σελ. 123
17Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.23 στη σελ. 117
18Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.28 στη σελ. 120
19Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.44 στη σελ. 128
20Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 10.6 στη σελ. 174
21Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 10.21 στη σελ. 181
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3.5 Παραγώγιση

1. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ Df αν
ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το lim
x→x0

f (x) − f (x0

x − x0
∆ΕΝ είναι πραγµατικός αριθµός.

(Είναι ± ή ∆ΕΝ υπάρχει.)

(ϐʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι συνεχής στο x0.

2. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ ⊆

Df ∈ R αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχει x0 ∈ ∆ στο οποίο η f ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµη.

3.6 Μονοτονία και ακρότατα

1. Η συνάρτηση f (x) ∆ΕΝ είναι µονότονη στο Df αν ισχύει ένα
από τα παρακάτω:

(αʹ) Υπάρχουν x1, x2, x3 ∈ Df µε x1 < x2 < x3 ώστε f (x1) < f (x2)
και f (x2) > f (x3).

(∆ηλαδή ο λόγος
f (x2) − f (x1)
x2 − x1

∆Ε διατηρεί σταθερό πρόση-

µο)

(ϐʹ) Υπάρχουν x1, x2 ∈ Df ώστε f ′(x1) > 0 και f ′(x2) < 0.
(∆ηλαδή η f ′ ∆Ε διατηρεί σταθερό πρόσηµο)

(γʹ) Η f ∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿ στο Df . 22

(δʹ) Το Df είναι διάστηµα και η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο
σε εσωτερικό σηµείο του Df .

(εʹ) Το Df και το σύνολο τιµών της f είναι διαστήµατα, και η f
∆ΕΝ είναι συνεχής. 23

22Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.31 στη σελ. 121)
23Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 8.40 στη σελ. 125
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3.6. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΑΚΡΟΤΑΤΑ

(ϛʹ) Το Df είναι κλειστο διάστηµα και η f ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη
σε αυτό. 24

(Ϲʹ) Το Df είναι κλειστο διάστηµα και η f ∆ΕΝ είναι ολοκλη-
ϱώσιµη σε αυτό. 25

2. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι µονότονη σε κανένα υποδιάστη-
µα ∆′ ενός διαστήµατος ∆ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Σε κάθε υποδιάστηµα ∆′ του διαστήµατος ∆, υπάρχουν
x1, x2, x3 ∈ ∆′ µε x1 < x2 < x3 ώστε f (x1) < f (x2) και
f (x2) > f (x3).

(∆ηλαδή ο λόγος
f (x2) − f (x1)
x2 − x1

∆Ε διατηρεί σταθερό πρόση-

µο πουθενά.) 26

(ϐʹ) Σε κάθε υποδιάστηµα ∆′ του διαστήµατος ∆, υπάρχουν
x1, x2 ∈ ∆′ ώστε f ′(x1) > 0 και f ′(x2) < 0.
(∆ηλαδή η f ′ ∆Ε διατηρεί σταθερό πρόσηµο πουθενά.) 27

3. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x =

x0 ∈ Df αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο
x0 του διαστήµατος ∆ ∈ Df και είναι f ′(x0) , 0. 28

(ϐʹ) Η συνάρτηση f έχει το ίδιο είδος µονοτονίας αριστερά και
δεξιά του x0 και είναι συνεχής στο x0.

4. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στο α-
νοιχτό διάστηµα ∆ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

24Αντιθετοαντιστροφή της υποσηµείωσης 2 στη σελ. 176
25Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης 10.10 στη σελ. 176
26Βλέπε εφαρµογή αυτού του τρόπου απόδειξης στο παράδειγµα 5.3 στη σελ. 72.
27Βλέπε εφαρµογή αυτού του τρόπου απόδειξης στο παράδειγµα 9.49 στη

σελ. 158.
28Αντιθετοαντιστροφή του Θ.Fermat.
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(αʹ) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και είναι f ′(x) ,
0 για κάθε x ∈ ∆.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f είναι µονότονη στο ∆.

5. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει ολικά ακρότατα στο δι-
άστηµα ∆ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στο α-
νοιχτό διάστηµα ∆.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ 29 είναι ϕραγµένη στο διάστηµα ∆,
είτε αυτό είναι ανοιχτό, είτε κλειστό. 30

3.7 Κυρτότητα και σηµεία καµπής

1. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι κυρτή (κοίλη) στο διάστηµα ∆ ⊆

Df αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η f είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και η παράγωγος f ′(x) είναι
ϕθίνουσα (αύξουσα) σε κάποιο υποδιάστηµα του ∆.

(ϐʹ) Η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο ∆ και είναι f ′′(x) <
0 (f ′′(x) > 0) σε κάποιο υποδιάστηµα του ∆.

2. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει σηµεία καµπής στο δι-
άστηµα ∆ αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η f είναι παντού κυρτή (ή κοίλη) στο ∆. ∆ηλαδή για κάθε
x ∈ ∆ είναι f ′′(x) > 0 (ή f ′′(x) 6 0). 31

29Μπορεί όµως να είναι ϕραγµένη και παρόλα αυτά να µην έχει ολικά ακρότατα.
Βλέπε παράδειγµα 5.15 στη σελ. 79

30Είναι όµως πιθανό να έχει τοπικά ακρότατα.
31Βλέπε πρόταση 9.55 στη σελ. 161.
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3.8. ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ

(ϐʹ) Η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο ∆ και είναι f ′′(x) ,
0 για κάθε x ∈ ∆. 32

3. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ παρουσιάζει σηµείο καµπής στο x =

x0 ∈ Df αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η f είναι κυρτή (ή κοίλη) γύρω από το x0.

(ϐʹ) Η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 και είναι f ′′(x0) ,
0.

(γʹ) Η γραφική παράσταση της f ∆ΕΝ δέχεται εφαπτοµένη ευ-
ϑεία στο x0.

3.8 Ασύµπτωτες ευθείες

1. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει καµµία κατακόρυφη ασύµπτωτη
αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το πεδίο ορισµού είναι κλειστό διάστηµα και η f είναι
συνεχής.

ΠΡΟΣΟΧΗ! Αν η f ∆ΕΝ είναι συνεχής τότε ίσως
έχουµε κατακόρυφη ασύµπτωτη, π.χ.:
Η συνάρτηση

f (x) =

tanx, αν 0 6 x < π
2

1, αν x = π
2

είναι ορισµένη στο κλειστο [0, π2 ], ∆ΕΝ είναι συ-
νεχής στο π

2 , και επειδή lim
x→ π

2
−
f (x) = +∞ η ευθεία

x = π
2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της f .

32Αντιθετοαντιστροφή του ϑεωρήµατος :
Αν µια συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη και το A(x0, f (x0)) είναι σηµείο
καµπής της γραφικής παράστασης της f , τότε f ′′(x0) = 0.
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(ϐʹ) Η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη. Ισοδύναµα, το σύνολο
τιµών της είναι ϕραγµένο.

(γʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R.

2. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη στο x =

x0 αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει καµµία κατακόρυφη ασύµπτωτη.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x = x0.

(γʹ) Το lim
x→x0

f (x) είναι πραγµατικός αριθµός.

(δʹ) Το lim
x→x0

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει.

3. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει οριζόντια ασύµπτωτη αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το πεδίο ορισµού είναι ϕραγµένο σύνολο.

(ϐʹ) Είναι lim
x→±∞

f (x)
x

= ` ∈ R∗ είτε ∆ΕΝ υπάρχει.

(γʹ) Είναι lim
x→±∞

f (x) = ±∞ είτε ∆ΕΝ υπάρχει.

4. Η ευθεία y = � ∆ΕΝ είναι οριζόντια ασύµπτωτη της συνάρ-
τησης f αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει οριζόντια ασύµπτωτη.

(ϐʹ) Είναι lim
x→±∞

f (x) = ` ∈ R − {�}.

5. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει πλάγια ασύµπτωτη αν ισχύει ένα
από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη.

(ϐʹ) Το πεδίο ορισµού είναι ϕραγµένο σύνολο.

(γʹ) Είναι lim
x→±∞

f (x)
x

= 0 ή ±∞ ή ∆ΕΝ υπάρχει.

56



3.9. ΡΙΖΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

6. Η ευθεία y = λx + � ∆ΕΝ είναι πλάγια ασύµπτωτη της
συνάρτησης f αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει πλάγια ασύµπτωτη.

(ϐʹ) Είναι lim
x→±∞

(f (x) − λx − �) = ` ∈ R∗ είτε ∆ΕΝ υπάρχει.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΙΚΑ:

7. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει ασύµπτωτες αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής µε πεδίο ορισµού ϕραγµένο
και κλειστό διάστηµα.

(ϐʹ) Το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της f είναι ϕραγµένα
σύνολα.

(γʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής µε πεδίο ορισµού κλειστό

διάστηµα, και lim
x→±∞

f (x)
x

= ±∞ ή ∆ΕΝ υπάρχει.

(δʹ) Η f είναι ϕραγµένη και lim
x→±∞

f (x)
x

= ±∞ ή ∆ΕΝ υπάρχει.

3.9 Ρίζες εξισώσεων

1. Η εξίσωση f (x) = 0 ∆ΕΝ έχει καµµία ϱίζα (Α∆ΥΝΑΤΗ) στο
πεδίο ορισµού της f , αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Το µηδέν ∆ΕΝ ανήκει στο σύνολο τιµών της f .

(ϐʹ) Είναι f (x) > 0 (ή f (x) < 0) για κάθε x ∈ Df .

(γʹ) Η f παρουσιάζει στο x0 ολικό ακρότατο ίσο µε f (x0), µε
την εξής ιδιότητα :
Είναι ολικό ελάχιστο µε f (x0) > 0, ή είναι ολικό µέγιστο
µε f (x0) > 0.
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2. Η εξίσωση f (x) = 0 ∆ΕΝ είναι Α∆ΥΝΑΤΗ (έχει ΜΙΑ τουλάχι-
στον ϱίζα) στο πεδίο ορισµού της f , αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Το µηδέν ανήκει στο σύνολο τιµών της f .

(ϐʹ) Η f είναι συνεχής και :

i. Το µηδέν ϐρίσκεται µεταξύ της ελάχιστης και της µέγι-
στης τιµής της f .

ii. Υπάρχουν α, � στο πεδίο ορισµού της f , τέτοια ώστε
f (α) · f (�) < 0. 33

iii. Υπάρχουν α, � στο πεδίο ορισµού της f , τέτοια ώστε
f (α) < 0 < f (�). 34

(γʹ) Η f έχει αρχική συνάρτηση F και :

i. Η συνάρτηση F έχει τοπικό ακρότατο. 35

ii. Υπάρχουν α, � στο πεδίο ορισµού της F , τέτοια ώστε
F (α) = F (�). 36

iii. Η συνάρτηση F ∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿. 37

iv. Υπάρχουν α, � στο πεδίο ορισµού της F , τέτοια ώστε
f (α) · f (�) < 0. 38

3. Το x = p ∆ΕΝ είναι ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0, αν ισχύει
ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Είναι f (p) , 0.

(ϐʹ) Η εξίσωση f (x) = 0 είναι Α∆ΥΝΑΤΗ.

(γʹ) Υπάρχει p1 ∈ Df µε p > p1 και είναι f (p1) > 0 και η f είναι
αύξουσα για x > p1.

33Εφαρµογή του Θ.Bolzano στο διάστηµα [α, �]
34Εφαρµογή του Θ.Ενδιάµεσων Τιµών στο διάστηµα [α, �]
35Εφαρµογή του Θ.Fermat στη συνάρτηση F
36Εφαρµογή του Θ.Rolle στη συνάρτηση F στο διάστηµα [α, �]
37Αντιθετοαντιστροφή της πρότασης :

Αν f ′(x) , 0 για κάθε x ∈ Df τότε η f είναι ῾῾1-1᾿᾿
38Εφαρµογή του Θ.Darboux στη συνάρτηση F στο διάστηµα [α, �]
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3.10. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

3.10 Ολοκλήρωση

1. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι ολοκληρώσιµη στο κλειστό δι-
άστηµα ∆ ⊆ Df ∈ R αν ισχύει ένα από τα παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη στο διάστηµα ∆. 39

(ϐʹ) Η συνάρτηση f έχει υπεραριθµήσιµο πλήθος σηµείων α-
συνέχειας στο διάστηµα ∆. 40

2. Η συνάρτηση F ∆ΕΝ είναι αρχική (ή αλλιώς παράγουσα)
της f στο διάστηµα ∆ ⊆ Df ∈ R αν ισχύει ένα από τα παρα-
κάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση F ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµη στο ∆.

(ϐʹ) Υπάρχει x0 ∈ ∆ ώστε F ′(x0) , f (x0)

3. Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει αρχική (ή αλλιώς παράγουσα)
στο κλειστό διάστηµα ∆ ⊆ Df ∈ R αν ισχύει ένα από τα
παρακάτω:

(αʹ) Η συνάρτηση f ∆ΕΝ έχει την ιδιότητα των ενδιάµεσων τιµών
στο ∆. 41

(ϐʹ) Η f είναι άθροισµα δύο συναρτήσεων από τις οποίες η ΜΙΑ
ΜΟΝΟ ∆ΕΝ έχει αρχική στο ∆.

(γʹ) Το γινόµενο f ·g ∆ΕΝ έχει αρχική στο ∆, όπου η συνάρτηση
g έχει συνεχή παράγωγο στο ∆.

(δʹ) Το γινόµενο f ·g ∆ΕΝ έχει αρχική στο ∆, όπου η συνάρτηση
g είναι συνεχής στο ∆ και η f είναι ϕραγµένη στο ∆ ή είναι
f (x) , 0 για κάθε x ∈ ∆.

39Βλέπε το συµπέρασµα 10.4 στη σελ. 174
40Βλέπε την υποσηµείωση 4 στη σελ. 179, και την πρόταση 10.13 στη σελ. 176
41Βλέπε την παρατήρηση 10.18 στη σελ. 180
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3.11 ΄Ορια συναρτήσεων που ∆ΕΝ υπάρχουν

1. lim
x→0

1
xn

, µε n περιττό ϕυσικό αριθµό.

2. lim
x→0

sin
1
x

3. lim
x→0

cos
1
x

4. lim
x→±∞

sin x

5. lim
x→±∞

cos x

6. lim
x→kπ+ π

2

tan x, µε k ∈ Z

7. lim
x→kπ

cot x, µε k ∈ Z

8. lim
x→n

[x], µε n ∈ N

9. lim
x→n

(x − [x]), µε n ∈ N

10. lim
x→x0

f (x), όπου f (x) =

{
a(x), x ∈ Q
b(x), x ∈ R \ Q

µε x0 ∈ R τέτοιο ώστε a(x0) , b(x0)
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Μέρος II

ΑΝΤΙΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ
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Κεφάλαιο 4

ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

4.1 Σύνολα

Ορισµός 4.1. ΄Εστω Ω το ϐασικό σύνολο και δύο υποσύνολα αυτού,
τα A και B.

1. Τα A και B είναι ξένα ή αλλιώς ασυµβίβαστα όταν A ∩ B = ∅.
δηλαδή

x ∈ A ⇒ x < B

ή ισοδύναµα
x ∈ B ⇒ x < A

2. Τα A και B είναι αντίθετα ή αλλιώς συµπληρωµατικά όταν
είναι ξένα και επιπλέον A ∪ B = Ω. Γράφουµε τότε A = B′ και
B = A′.

Πρόταση 4.2. Αν δύο σύνολα είναι αντίθετα µεταξύ τους τότε είναι και
ξένα.

Ισχυρισµός 4.3. Αν δύο σύνολα είναι ξένα µεταξύ τους τότε είναι και
αντίθετα.

Αντιπαράδειγµα 4.4. ΄Εστω Ω = {1,2,3} το ϐασικό σύνολο, και τα
σύνολα A = {1} και B = {2}. Είναι ξένα µεταξύ τους αφού A ∩ B = ∅,
αλλά A ∪ B = {1,2} , Ω οπότε ∆ΕΝ είναι αντίθετα.
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Ισχυρισµός 4.5. Αν για δύο σύνολα A, B ισχύει ότι A ∪ B = Ω τότε
είναι αντίθετα.

Αντιπαράδειγµα 4.6. ΄Εστω Ω = {1,2,3} το ϐασικό σύνολο, και τα
σύνολα A = {1,2} και B = {2,3}. Ισχύει ότι A∪B = Ω αλλά ∆ΕΝ είναι
ξένα αφού A ∩ B = {2} , ∅, οπότε ∆ΕΝ είναι αντίθετα.

Ισχυρισµός 4.7. Αν τα σύνολα A, B είναι ξένα τότε είναι ξένα και τα
A′ και B′.

Αντιπαράδειγµα 4.8. ΄Εστω Ω = {1,2,3} το ϐασικό σύνολο, και τα
σύνολα A = {1} και B = {2} οπότε A′ = {2,3} και B′ = {1,3}. Ισχύει
ότι A∩B = ∅ αλλά τα A′ και B′ ∆ΕΝ είναι ξένα αφού A′∩B′ = {3} , ∅.

Ισχυρισµός 4.9. Αν A * B τότε B ⊂ A.

Αντιπαράδειγµα 4.10. Μπορεί τα σύνολα A, B να είναι ξένα µεταξύ
τους οπότε είναι A * B και B * A. Υπάρχει επίσης και η περίπτωση
τα σύνολα A, B να µην είναι ξένα µεταξύ τους, και παρόλαυτά να είναι
A * B και B * A :
A = {1,2} και B = {2,3} οπότε A ∩ B = {2} , ∅

Πρόταση 4.11. ΄Εστω 3 σύνολα A, B, C. Αν A = B τότε

1. A ∪ C = B ∪ C

2. A ∩ C = B ∩ C
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4.1. ΣΥΝΟΛΑ

Ισχυρισµός 4.12. Ισχύει το αντίστροφο της προηγούµενης πρότασης,
δηλαδή

1. Αν A ∪ C = B ∪ C τότε A = B.

2. Αν A ∩ C = B ∩ C τότε A = B.

Αντιπαράδειγµα 4.13. 1. Αν A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1,3}
τότε A ∪ C = B ∪ C = {1,2,3} ενώ A , B.

2. Αν A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1,2,3} τότε A ∩ C = B ∩ C = {2}
ενώ A , B.

Ισχύει όµως η εξής πρόταση:

Πρόταση 4.14. Αν A ∪ C = B ∪ C και A ∩ C = B ∩ C τότε A = B.

Πρόταση 4.15. Η τοµή πεπερασµένου αριθµού ανοικτών συνόλων
είναι ανοικτό σύνολο.

Ισχυρισµός 4.16. Η τοµή τυχόντος πλήθους ανοικτών συνόλων είναι
ανοικτό σύνολο.

Αντιπαράδειγµα 4.17. Η τοµή των ανοικτών συνόλων
(
−

1
n
,
1
n

)
είναι

το κλειστό σύνολο {0}.

∩
n∈N

(
−

1
n
,
1
n

)
= {0}

Απόδειξη. ΄Εστω
(
−

1
n
,
1
n

)
= An.

Επειδή −
1
n
< 0 <

1
n

για κάθε n ∈ N συµπεραίνουµε ότι 0 ∈ An για
κάθε n ∈ N, οπότε έχουµε

0 ∈
∞

∩
n=1
An
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και
{0} ⊆

∞

∩
n=1
An (4.1)

Για να δείξουµε το Ϲητούµενο, αρκεί να ισχύει και ότι

∞

∩
n=1
An ⊆ {0}

΄Εστω ότι αυτό ∆ΕΝ ισχύει.
Τότε ϑα υπάρχει ένα x ∈ An για κάθε n ∈ N µε x , 0. ΄Αρα |x | < 1

n για
κάθε n ∈ N. ΄Οµως |x | > 0 και εποµένως n < 1

|x | για κάθε n ∈ N, το
οποίο είναι άτοπο, γιατί το σύνολο N δεν είναι ϕραγµένο άνω.
΄Αρα έχουµε

∞

∩
n=1

An ⊆ {0} (4.2)

οπότε από τις 4.1 και 4.2 ισχύει ότι

∞

∩
n=1
An = {0}

�

Πρόταση 4.18. Η ένωση πεπερασµένου αριθµού κλειστών συνόλων
είναι κλειστό σύνολο.

Ισχυρισµός 4.19. Η ένωση τυχόντος πλήθους κλειστών συνόλων ε-
ίναι κλειστό σύνολο.

Αντιπαράδειγµα 4.20. Η ένωση των κλειστών συνόλων
[

1−n
n ,

n−1
n

]
ε-

ίναι το ανοιχτό σύνολο (−1,1).

∪
n∈N

([1 − n
n

,
n − 1
n

])
= (−1,1)
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4.1. ΣΥΝΟΛΑ

Απόδειξη. ΄Εστω
[1 − n
n

,
n − 1
n

]
= An.

Επειδή −1 <
1 − n
n
6
n − 1
n

< 1 (το ῾῾=᾿᾿ ισχύει για n = 1 οπότε
An = {0}) ισχύει ότι

∪
n∈N

An ⊂ (−1,1) (4.3)

Αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει και

(−1,1) ⊂ ∪
n∈N
An

΄Εχουµε
για κάθε x ∈ (−1,1)⇔

0 6 |x | < 1⇒

0 < 1 − |x | 6 1

και λόγω της Αρχιµήδειας ιδιότητας των πραγµατικών αριθµών1 συ-
νεπάγεται ότι

υπάρχει n ∈ N :
1
n
6 1 − |x | ⇒

υπάρχει n ∈ N : |x | 6 1 −
1
n
⇒

υπάρχει n ∈ N : x ∈
[1 − n
n

,
n − 1
n

]
⇒

x ∈ ∪
n∈N
An

και άρα
(−1,1) ⊂ ∪

n∈N
An (4.4)

΄Ετσι από τις 4.3 και 4.4 έχουµε

∪
n∈N
An = (−1,1)

�

1Αν ε ϑετικός πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός n > 1, ώστε
1
n < ε.
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Παρατήρηση 4.21. Ο περιορισµός σε πεπερασµένο αριθµό συνόλων
στις προτάσεις 4.15 και 4.18 είναι απαραίτητος για την εξαγωγή του
συµπεράσµατος.

Είδαµε ότι στην περίπτωση που έχουµε άπειρο πλήθος συνόλων, οι
παραπάνω προτάσεις ∆ΕΝ αληθεύουν.

Ισχύουν επίσης τα παρακάτω:

1. Η ένωση οσωνδήποτε2 ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο.

2. Η τοµή οσωνδήποτε κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.

4.2 Αριθµοί

Πρόταση 4.22. 1. Το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το πη-
λίκο ϱητών αριθµών είναι ϱητοί αριθµοί.

2. Το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το πηλίκο αριθµών από
τους οποίους ο ένας µόνο είναι άρρητος, είναι άρρητοι αριθµοί.

Ισχυρισµός 4.23. Το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το πηλίκο
άρρητων αριθµών είναι άρρητοι αριθµοί.

Αντιπαράδειγµα 4.24. ∆εν είναι πάντα άρρητος, µπορεί να είναι και
ϱητός :
Για το άθροισµα:

√
2 + (1 −

√
2) = 1

Για το διαφορά:
√

2 − (
√

2 − 1) = 1
Για το γινόµενο :

√
3 · (2

√
3) = 2

√
9 = 6

Για το πηλίκο:
√

12
√

3
= 2

IΕίναι αξιοσηµείωτο ότι για τις δυνάµεις δεν ισχύει κάποιος κα-
νόνας.

2 ΄Αρα και άπειρο το πλήθος
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4.2. ΑΡΙΘΜΟΙ

Παράδειγµα 4.25. ΄Εχουµε τις περιπτώσεις :
Ρητές δυνάµεις ϱητών : 8

2
3 =

3√82 =
3√64 = 4 ενώ 3

1
2 =
√

3
Ρητές δυνάµεις άρρητων: (

√
3)2 = 3 ενώ (

√
2)3 = 2

√
2

΄Αρρητες δυνάµεις ϱητών : 2log2 3 = 3 ενώ 2log2
√

3 =
√

3
΄Αρρητες δυνάµεις άρρητων: eln 2 = 2 ενώ eln

√
2 =
√

2

όπου το ln 2 είναι άρρητος, άρα και το ln
√

2 = 1
2 ln 2 είναι

άρρητος επίσης σαν γινόµενο ϱητού επί άρρητου.

Και ένα άλλο παράδειγµα:
(
√

2)log2 9 = (
√

2)log2 32
= (
√

2)2 log2 3 =
(
(
√

2)2
)log2 3

= 2log2 3 = 3

Ορισµός 4.26. ΄Εστω m ∈ N. ∆ύο ακέραιοι αριθµοί a, b λέγονται
ισοϋπόλοιποι αριθµοί µε µέτρο m, όταν διαιρούµενοι µε m αφήνουν
το ίδιο υπόλοιπο. Γράφουµε τότε :

a = b mod m

και η σχέση αυτή λέγεται ισοτιµία.

Πρόταση 4.27. ΄Εστω a, b, c ∈ Z και m ∈ N, τότε :

a = b mod m ⇒ a · c = b · c mod m

Ισχυρισµός 4.28. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή:

a · c = b · c mod m ⇒ a = b mod m

Αντιπαράδειγµα 4.29. ΄Εχουµε 13 · 2 = 7 · 2 mod 12 ενώ 13 ,
7 mod 12.

Συµπέρασµα 4.30. ∆εν επιτρέπεται να διαιρέσουµε και τα δύο µέλη
µιας ισοτιµίας µε τον ίδιο ακέραιο αριθµό. 3

3Μπορούµε όµως να προσθέσουµε, να αφαιρέσουµε ή να πολλαπλασιάσουµε και
στα δύο µέλη µιας ισοτιµίας, τον ίδιο ακέραιο αριθµό. Επίσης δύο ισοτιµίες modm
επιτρέπεται να προστίθενται, να αφαιρούνται και να πολλαπλασιάζονται κατά µέλη.
Για παράδειγµα 11 = 5 mod 3 και 7 = 4 mod 3, οπότε αν τις προσθέσουµε κατά
µέλη έχουµε 18 = 9 mod 3.
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Κεφάλαιο 5

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

IΥπάρχουν συναρτήσεις των οποίων το γράφηµα δε µπορεί να γίνει.

Παράδειγµα 5.1. Η συνάρτηση ῾῾Dirichlet᾿᾿ 1

f (x) =

0, αν x ∈ R \ Q
1, αν x ∈ Q

(5.1)

έχει άπειρα σηµεία πάνω στην ευθεία y = 0 όπως επίσης και στην
y = 1. ΄Οµως τα σηµεία που ανήκουν στην y = 0 είναι περισσότερα
από αυτά που ανήκουν στην y = 1 αφού το σύνολο των ϱητών είναι
αριθµήσιµο ενώ το σύνολο των άρρητων αριθµών µη αριθµήσιµο. ∆ε
µπορούµε να σχεδιάσουµε το γράφηµα αυτής της συνάρτησης, επει-
δή µεταξύ δύο ϱητών υπάρχει πάντα ένας τουλάχιστον άρρητος, και
µεταξύ δύο άρρητων υπάρχει πάντα ένας τουλάχιστον ϱητός.

I∆εν υπάρχει µη σταθερή και περιοδική συνάρτηση χωρίς ϐασική
περίοδο.2

1Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859
2Βασική περίοδος µιας περιοδικής συνάρτησης είναι η ελάχιστη ϑετική περίοδος

αυτής.
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Παράδειγµα 5.2. Η συνάρτηση ῾῾Dirichlet᾿᾿:

f (x) =

0, αν x ∈ R \ Q
1, αν x ∈ Q

είναι περιοδική, µε περίοδο κάθε ϱητό αριθµό γιατί :
Αν T ∈ R\Q τότε για x ∈ Q έχουµε f (x + T ) = 0 , 1 = f (x). ΄Αρα

ο T δεν είναι περίοδος αν είναι άρρητος.
Αν T ∈ Q τότε για x ∈ Q έχουµε f (x + T ) = 1 = f (x) και για

x ∈ R\Q έχουµε f (x + T ) = 0 = f (x). ΄Αρα ο T είναι περίοδος αν
είναι ϱήτος.

΄Οµως δεν υπάρχει ελάχιστος ϑετικός ϱητός και άρα δεν έχει ϐα-
σική περίοδο.

IΥπάρχει συνάρτηση που δεν είναι µονότονη σε κανένα υποδι-
άστηµα του πεδίου ορισµού της.

Παράδειγµα 5.3. Η συνάρτηση ῾῾Dirichlet᾿᾿:

f (x) =

0, αν x ∈ R \ Q
1, αν x ∈ Q

Πράγµατι, σε κάθε υποδιάστηµα (a, b) του R, υπάρχουν 3 άρρητοι
p, q, και ϱητός λ ,τέτοιοι ώστε να ισχύει

a < p < λ < q < b

Οπότε έχουµε
f (p) = 0 < f (λ) = 1⇒ f ↗

και
f (λ) = 1 > f (q) = 0⇒ f ↙

3∆ιότι τα σύνολα των ϱητών και των άρρητων αριθµών είναι πυκνά στο σύνολο
των πραγµατικών αριθµών. Σε κάθε διάστηµα του R υπάρχουν άπειροι ϱητοί και
άρρητοι αριθµοί.
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∆ηλαδή σε κάθε υποδιάστηµα (a, b) του R, η συνάρτηση είναι ταυτόγ-
χρονα και γνησίως αύξουσα και γνησίως ϕθίνουσα. Αυτό σηµαίνει ότι
δεν είναι µονότονη σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου ορισµού της.

Παρατήρηση 5.4. Αν η λέξη υποδιάστηµα αντικατασταθεί µε τη λέξη
υποσύνολο, τότε δεν υπάρχει συνάρτηση η οποία να µην είναι µονότονη
σε κανένα υποσύνολο του πεδίου ορισµού της.4

Παράδειγµα 5.5. Επίσης η συνάρτηση

f (x) = xsin
1
x

µε x , 0 (5.2)

δεν είναι µονότονη σε κανένα διάστηµα της µορφής (0, δ) ή (−δ,0) µε
δ > 0.

Απόδειξη.

1ος τρόπος: Η συνάρτηση f τέµνει τον άξονα x ′x σε άπειρα (αριθ-

µήσιµο) το πλήθος σηµεία (
1
kπ
,0) αφού

x sin
1
x

= 0

sin
1
x

= 0

1
x

= kπ

x =
1
kπ

µε k ∈ Z∗. ΄Ετσι, για τη µη σταθερή συνάρτηση f , σε οποιοδήπο-
τε διάστηµα (0, δ), µε δ ϑετικό και οσοδήποτε µικρό, υπάρχουν
x1 , x2 τέτοια ώστε f (x1) = f (x2) = 0. Οπότε συµπεραίνουµε ότι
η f δεν είναι ¨1-1¨ και άρα ούτε µονότονη στο διάστηµα (0, δ).

4Βλέπε 10, σελ.120.
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2ος τρόπος: Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µονοτονίας των συ-
ναρτήσεων ϕτάνουµε πάλι στο ίδιο συµπέρασµα:
Υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε

x1 =
1

2kπ + π
2

> 0

x2 =
1

2kπ + 3π
2

> 0

x3 =
1

2kπ + 5π
2

=
1

4kπ + π
2

> 0

µε x1 > x2 > x3 > 0 οσοδήποτε κοντά στο µηδέν ϑελήσουµε, και
ϑα έχουµε f (x1) = x1 > 0, f (x2) = −x2 < 0 και f (x3) = x3 > 0,
δηλαδή f (x1) > f (x2) < f (x3). ΄Αρα η µονοτονία εναλλάσσεται
όλο και πιο συχνά όσο πλησιάζουµε στο µηδέν, αφού σε κάθε
διάστηµα (0, δ), µε δ ϑετικό και οσοδήποτε µικρό, υπάρχουν
κατάλληλα x1, x2, x3 ώστε η f να είναι γν. ϕθίνουσα και γν.
αύξουσα, οπότε λέµε ότι στο διάστηµα (0, δ) δεν είναι µονότονη.

3ος τρόπος: Η παράγωγος της f είναι

f ′(x) = sin
1
x

+ x cos
1
x

(
−

1
x2

)
= sin

1
x
−

1
x

cos
1
x

και σε κάθε διάστηµα (0, δ), µε δ ϑετικό και οσοδήποτε µικρό,
η f ′ παίρνει ϑετικές και αρνητικές τιµές, αφού αν επιλέξουµε

x1 =
1

2kπ

x2 =
1

2kπ + π
αρκετά µικρά, έχουµε

f ′
( 1
2kπ

)
= −

1
2kπ

< 0

f ′
( 1
2kπ + π

)
= −

1
2kπ + π

(−1) =
1

2kπ + π
> 0
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οπότε η f ′ δεν έχει σταθερό πρόσηµο στο διάστηµα (0, δ) και
εποµένως δεν είναι µονότονη εκεί.

�

Σχήµα 5.1: f (x) = xsin 1
x

Ισχυρισµός 5.6. Αν µια συνάρτηση έχει το ίδιο είδος µονοτονίας σε
δύο διαστήµατα, ξένα 5 µεταξύ τους, τότε στην ένωσή τους έχει οπωσ-
δήποτε το ίδιο είδος µονοτονίας.

Αντιπαράδειγµα 5.7. Η συνάρτηση

f (x) =
1
x

(5.3)

µε
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

5∆ύο σύνολα Α, Β, λέγονται ξένα όταν A ∩ B = ∅.
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είναι στο (−∞,0) γνησίως ϕθίνουσα, στο (0,+∞) γνησίως ϕθίνουσα
επίσης, ενώ στην ένωση (−∞,0) ∪ (0,+∞) έχουµε για x1 < 0 < x2 ότι
f (x1) < 0 < f (x2), δηλαδή ϐλέπουµε ότι δε διατηρεί το προηγούµενο
είδος µονοτονίας, οπότε και λέµε πως η f (x) δεν είναι καν µονότονη
στην ένωση.

Σχήµα 5.2: y = 1
x

Ισχυρισµός 5.8. Αν µια συνάρτηση είναι άνω ϕραγµένη στο διάστηµα
A ⊆ Df και κάτω ϕραγµένη στο διάστηµα B ⊆ Df τότε και στην ένωση
A ∪ B είναι οπωσδήποτε ϕραγµένη. 6

Αντιπαράδειγµα 5.9. Για τη συνάρτηση

f (x) =
1
x

6Μια συνάρτηση λέγεται ϕραγµένη στο διάστηµα ∆ ⊆ R αν και µόνο αν υπάρχει
M > 0, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει | f (x) |≤ M .
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µε
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

ισχύει ότι f (x) < 0 για κάθε x < 0, δηλαδή στο (−∞,0) η f (x) είναι
άνω ϕραγµένη από το µηδέν, ενώ για κάθε x > 0 είναι f (x) > 0,
δηλαδή στο (0,+∞) η f (x) είναι κάτω ϕραγµένη από το µηδέν. Στην
ένωση όµως (−∞,0) ∪ (0,+∞) , η f (x) έχει σύνολο τιµών το R-{0},
άρα δεν ειναι ϕραγµένη.

Πρόταση 5.10. Αν µια συνάρτηση έχει ολικό ελάχιστο, τότε είναι κάτω
ϕραγµένη. 7

Ισχυρισµός 5.11. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν µια συνάρτηση
είναι κάτω ϕραγµένη, τότε έχει ολικό ελάχιστο.

Αντιπαράδειγµα 5.12. Η συνάρτηση

f (x) =
1
x2 (5.4)

µε
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

είναι κάτω ϕραγµένη χωρίς όµως να παρουσιάζει ελάχιστη τιµή.

Αντιπαράδειγµα 5.13. Το ίδιο ισχύει για τη συνάρτηση

g (x) =
1
|x |

(5.5)

µε
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

7Η τιµή του ολικού ελάχιστου είναι το µέγιστο κάτω ϕράγµα (infimum)
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Σχήµα 5.3: y = 1
x2

Σχήµα 5.4: y = 1
|x |
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Συµπέρασµα 5.14. Γενικότερα, µια συνάρτηση µπορεί να είναι ϕραγ-
µένη σε ένα διάστηµα ∆ ⊆ R αλλά να µη παρουσιάζει ολικά ακρότατα
στο ∆.

Αντιπαράδειγµα 5.15. ΄Ενα παράδειγµα είναι η συνάρτηση

f (x) =
x

1 + |x |
(5.6)

µε x ∈ R, σύνολο τιµών το (-1,1), άνω ϕράγµα το 1, κάτω ϕράγµα το -
1, αλλά χωρίς µέγιστη και ελάχιστη τιµή αφού είναι γνησίως µονότονη
στο R.

Σχήµα 5.5: y = x
1+|x |

Παρατήρηση 5.16. Αυτό συµβαίνει γιατί το πεδίο ορισµού της συνεχο-
ύς συνάρτησης ∆ΕΝ είναι κλειστό. (Θ. Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής) 8

8Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα τότε παρουσιάζει ολικό
µέγιστο και ολικό ελάχιστο σε αυτό.
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IΥπάρχει συνάρτηση ῾῾1-1᾿᾿ ορισµένη σε ανοιχτό διάστηµα που
παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και µέγιστο.

Παράδειγµα 5.17. Η συνάρτηση

f (x) =


1
x , −3 < x 6 −1

x + 2, −1 < x 6 1
1
x , 1 < x < 3

(5.7)

έχει πεδίο ορισµού το ανοιχτό διάστηµα (−3,3), είναι ῾῾1-1᾿᾿ σ΄ αυτό,
στο x = −1 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο ίσο µε f (−1) = −1 και στο
x = 1 παρουσιάζει ολικό µέγιστο ίσο µε f (1) = 3.

Η συνάρτηση f (x) =


1
x , −3 < x 6 −1
x + 2, −1 < x 6 1
1
x , 1 < x < 3

Σχήµα 5.6: Συνάρτηση ῾῾1-1᾿᾿ ορισµένη σε ανοιχτό διάστηµα µε ολικά
ακρότατα.
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IΥπάρχει συνάρτηση ῾῾1-1᾿᾿ ορισµένη σε κλειστό διάστηµα χωρίς
ολικά ακρότατα.

Παράδειγµα 5.18. Η συνάρτηση

f (x) =

{ 1
x , 0 < |x | 6 1
0, x = 0 (5.8)

έχει πεδίο ορισµού το κλειστό διάστηµα [−1,1], είναι ῾῾1-1᾿᾿ σ΄ αυτό,
και δεν παρουσιάζει ολικό ελάχιστο ή µέγιστο.

Η συνάρτηση f (x) =

1
x , 0 < |x | 6 1
0, x = 0

Σχήµα 5.7: Συνάρτηση ῾῾1-1᾿᾿ ορισµένη σε κλειστό διάστηµα χωρίς
ολικά ακρότατα.

Παρατήρηση 5.19. Αυτό συµβαίνει γιατί η συνάρτηση ∆ΕΝ είναι συ-
νεχής στο µηδέν. (Θ. Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής)
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IΥπάρχει συνάρτηση που δεν είναι άνω ϕραγµένη σε κανένα υ-
ποδιάστηµα του πεδίου ορισµού της.

Παράδειγµα 5.20. Η συνάρτηση 9 f : [0,1]→ R µε

f (x) =


0, αν x ∈ R\Q
n, αν x = m

n
1, αν x = 0

µε m, n ∈ N και (m, n) = 1 (5.9)

δεν είναι σε κανένα υποδιάστηµα του [0,1] άνω ϕραγµένη.

Η συνάρτηση f (x) =


0, αν x ∈ R\Q
n, αν x = m

n

1, αν x = 0
µε m, n ∈ N και (m, n) = 1

Σχήµα 5.8: Συνάρτηση πουθενά άνω ϕραγµένη.

9Βλέπε στο [1] στη σελ.781 και για απόδειξη στο [13] στη σελ.156
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Ισχυρισµός 5.21. Αν f και g είναι συναρτήσεις ῾῾1-1᾿᾿, τότε και οι συ-

ναρτήσεις
f + g
f · g
f
g

 είναι ῾῾1-1᾿᾿.

Αντιπαράδειγµα 5.22. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) = x και g(x) = −x µε x ∈ R

οι οποίες είναι ῾῾1-1᾿᾿ στο R, ενώ οι συναρτήσεις

(f + g) (x) = 0, x ∈ R
(f · g) (x) = x2, x ∈ R(

f
g

)
(x) = −1, x ∈ R*

∆ΕΝ είναι \1-1".

Πρόταση 5.23. Αν οι συναρτήσεις g, f είναι ῾῾1-1᾿᾿ και ορίζεται η σύν-
ϑεση f ◦ g, τότε η σύνθεση f ◦ g είναι ῾῾1-1᾿᾿.

Ισχυρισµός 5.24. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν η σύνθεση
f ◦ g είναι ῾῾1-1᾿᾿, τότε και οι συναρτήσεις g, f είναι ῾῾1-1᾿᾿.

Αντιπαράδειγµα 5.25. ΄Εστω

f (x) = ln
(
x2 − 1

)
(5.10)

µε x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) και

g (x) = x2 (5.11)

µε x ∈ (−1,+∞) Οι 2 συναρτήσεις δεν είναι ῾῾1-1᾿᾿ στο πεδίο ορισµού
τους, αλλά η σύνθεση αυτών

(f ◦ g) (x) = ln
(
x4 − 1

)
(5.12)

έχει πεδίο ορισµού το{
x > −1 | x2 < −1 ή x2 > 1

}
= (1,+∞)

και είναι ῾῾1-1᾿᾿ σε αυτό !
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Σχήµα 5.9: f (x) = ln(x2 − 1) και g(x) = x2

Σχήµα 5.10: (f ◦ g) (x) = ln
(
x4 − 1

)
Παρατήρηση 5.26. Γενικά η ln

(
x4 − 1

)
έχει πεδίο ορισµού το

(−∞,−1) ∪ (1,+∞)
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στο οποίο ∆ΕΝ είναι ῾῾1-1᾿᾿, αλλά εδώ σαν σύνθεση είναι ορισµένη στο
(1,+∞) όπου είναι ῾῾1-1᾿᾿.

΄Αξιο προσοχής είναι ότι στο (1,+∞) είναι ῾῾1-1᾿᾿ και η f και η g,
γι’αυτό και η σύνθεσή τους είναι ῾῾1-1᾿᾿ εκεί.

Συµπέρασµα 5.27. Ισχύει η ισοδυναµία :
Οι συναρτήσεις g : A → B , f : B → C είναι ῾῾1-1᾿᾿ και επί 10, αν

και µόνο αν, η σύνθεση f ◦ g είναι ῾῾1-1᾿᾿ στο A.

Επίσης ισχύει και η επόµενη πρόταση:

Πρόταση 5.28. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f : A → R και g : B → R.
Ισχύουν τα εξής :

1. Αν f (A) ⊆ B και η σύνθεση g◦ f είναι ῾῾1-1᾿᾿, τότε και η συνάρτηση
f είναι ῾῾1-1᾿᾿.

2. Αν f (A) = B και η σύνθεση g◦ f είναι ῾῾1-1᾿᾿, τότε και η συνάρτηση
g είναι ῾῾1-1᾿᾿.

Απόδειξη. 1. Υπάρχουν x1, x2 ∈ A µε f (x1) = f (x2) και επειδή
f (A) ⊆ B, ορίζεται η σύνθεση g ◦ f και έχουµε g (f (x1)) =

g (f (x2)), οπότε (g ◦ f )(x1) = (g ◦ f )(x2). ΄Οµως η σύνθεση g ◦ f
είναι ῾῾1-1᾿᾿, άρα x1 = x2 και εποµένως η συνάρτηση f είναι ῾῾1-1᾿᾿.

2. Υπάρχουν y1, y2 ∈ B µε g(y1) = g(y2). [σχέση (1)]
Επειδή f (A) = B και y1, y2 ∈ B, υπάρχουν x1, x2 ∈ A ώστε
f (x1) = y1 και f (x2) = y2. [σχέσεις (2) και (3)]
Οπότε, από τις σχέσεις (1),(2) και (3) συνεπάγεται ότι g (f (x1)) =

g (f (x2)), δηλαδή (g ◦ f )(x1) = (g ◦ f )(x2). ΄Οµως η σύνθεση
g ◦ f είναι ῾῾1-1᾿᾿, άρα x1 = x2, και αφού η f είναι συνάρτηση,
έχουµε f (x1) = f (x2). Από τις σχέσεις (2) και (3) έχουµε τώρα
ότι y1 = y2, οπότε η συνάρτηση g είναι ῾῾1-1᾿᾿.

�

10Επί λέγεται µια συνάρτηση f : A → B όταν f (A) = B.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

IΥπάρχει συνάρτηση f της οποίας η αντίστροφη f −1 έχει ακριβώς
τον ίδιο τύπο, πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών µε αυτή.

Παράδειγµα 5.29. Η ταυτοτική συνάρτηση

f (x) = x, µε x ∈ R (5.13)

Παράδειγµα 5.30. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, x ∈ Q
−x, x ∈ R \ Q

(5.14)

Παράδειγµα 5.31. Η αντίστροφη µιας γραµµικής ϱητής συνάρτησης

f (x) =
ax + b

cx + d

µε c, d , 0, είναι επίσης γραµµική ϱητή, και οι δύο αντίστροφες
συναρτήσεις συµπίπτουν όταν d = −a.
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Κεφάλαιο 6

ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Ισχυρισµός 6.1. Κάθε ακολουθία µπορεί να παρασταθεί µε ένα πε-
περασµένο πλήθος πρώτων όρων.

Αντιπαράδειγµα 6.2. Οι όροι a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4 είναι οι
4 πρώτοι όροι της ακολουθίας an = n.

΄Οµως και η ακολουθία

bn = n + (n − 1) (n − 2) (n − 3) (n − 4)

έχει τους ίδιους 4 πρώτους όρους, ενώ γενικά an , bn για n > 4.
(Είναι a5 = 5 , 29 = b5)

Συµπέρασµα 6.3. Μια ακολουθία ∆Ε µπορεί να παρασταθεί µε ένα
πεπερασµένο πλήθος πρώτων όρων γιατί υπάρχουν άπειρες άλλες α-
κολουθίες µε τους ίδιους πρώτους όρους.

Πρόταση 6.4. Κάθε συγκλίνουσα 1 ακολουθία είναι και ϕραγµένη.

1Μια ακολουθία συγκλίνει αν έχει όριο πραγµατικό αριθµό. Αν το όριο είναι
±∞, τότε αποκλίνει στο ±∞ ή συγκλίνει κατ᾿ἐκδοχήν. Αλλιώς λέµε ότι δεν έχει όριο
(αποκλίνουσα).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Ισχυρισµός 6.5. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή κάθε ακολουθία
που είναι ϕραγµένη, συγκλίνει.

Αντιπαράδειγµα 6.6. Η ακολουθία an = (−1)n είναι ϕραγµένη, γιατί
είναι | an |6 1 αφού an = −1 ή 1, αλλά δεν έχει όριο (άρα δε συγκλίνει)
γιατί υπαρχουν 2 διαφορετικές υπακολουθίες της an µε άνισα όρια :

akn = (−1)2n
→ 1

και
apn = (−1)2n+1

→ −1

Συµπέρασµα 6.7. Μια ϕραγµένη ακολουθία δεν είναι απαραίτητα και
συγκλίνουσα.

Πρόβληµα 6.8. Πότε µια ϕραγµένη ακολουθία ϑα είναι και συ-
γκλίνουσα ;

Ισχύει το εξής :

Πρόταση 6.9. Κάθε µονότονη και ϕραγµένη ακολουθία είναι συγκλίνου-
σα.

Γενικότερα: Κάθε µονότονη ακολουθία έχει όριο. Αν είναι και
ϕραγµένη το όριο είναι πραγµατικός αριθµός, ενώ αν δεν είναι ϕραγ-
µένη το όριο είναι ±∞.

Παρατήρηση 6.10. Αν µια ϕραγµένη ακολουθία δεν είναι µονότονη,
τότε µπορεί να συγκλίνει αλλά µπορεί και να µη συγκλίνει.

Παράδειγµα 6.11. ΄Οπως είδαµε σε προηγούµενο παράδειγµα, η
ακολουθία an = (−1)n είναι ϕραγµένη και µη µονότονη, αλλά ∆Ε
συγκλίνει.

Παράδειγµα 6.12. Η ακολουθία an =
(−1)n

n
είναι ϕραγµένη, αφού

|an | =
∣∣∣∣∣ (−1)n

n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1n
∣∣∣∣∣ 6 1 και µη µονότονη, αλλά συγκλίνει, µε an → 0.
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Ισχυρισµός 6.13. Αν µια ακολουθία αποκλίνει στο +∞ (−∞), τότε
είναι αύξουσα (ϕθίνουσα).

Αντιπαράδειγµα 6.14. Η ακολουθία

an =

{
2n, n άρτιος

2n − 3, n περιττός (6.1)

έχει όριο +∞, αλλά δεν είναι αύξουσα.

Ισχυρισµός 6.15. Αν µια ακολουθία ϑετικών όρων είναι γνησίως α-
ύξουσα τότε αποκλίνει στο +∞.

Αντιπαράδειγµα 6.16. Η ακολουθία an = 2 −
1
n

είναι γνησίως α-
ύξουσα µε an > 0 για κάθε n ∈ N αλλά liman = 2.

Πρόταση 6.17. Αν an → l ∈ R τότε | an |→| l |.

Ισχυρισµός 6.18. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν | an |→| l |
τότε an → l ∈ R.

Αντιπαράδειγµα 6.19. Η ακολουθία an = (−1)n δε συγκλίνει, ενώ η
ακολουθία | an | συγκλίνει, και είναι | (−1)n |→ 1.

Συµπέρασµα 6.20. Το αντίστροφο ισχύει µόνο αν η ακολουθία είναι
µηδενική 2.

∆ηλαδή ισχύει το εξής :
2Μια ακολουθία λέγεται µηδενική όταν an → 0
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Πρόταση 6.21. an → 0 αν και µόνο αν | an |→ 0.

Επίσης ισχύει :

Πρόταση 6.22. Αν | an |→ l > 0 και η an συγκλίνει, τότε an → l ή − l.

Πρόταση 6.23. Αν an → ∞ τότε
1
an
→ 0.

Ισχυρισµός 6.24. Αν an → 0 τότε ισχύει ότι
1
an
→ ∞.

Αντιπαράδειγµα 6.25. Η ακολουθία an =
(−1)n

n
είναι µηδενική,

αφού ∣∣∣∣∣ (−1)n

n

∣∣∣∣∣ =
1
n
→ 0

οπότε και
(−1)n

n
→ 0. ΄Οµως η ακολουθία

1
an

=
n

(−1)n
δεν είναι

ϕραγµένη (ούτε και µονότονη), οπότε δε συγκλίνει. ∆ε συγκλίνει ούτε
κατ᾿ἐκδοχήν.

Γενικά ισχύει:

Πρόταση 6.26. Αν an → l τότε
1
an
→

1
l

όπου l , 0, και αντίστροφα.

Πρόταση 6.27. Αν οι ακολουθίες an, bn συγκλίνουν και είναι an →
a ∈ R, bn → b ∈ R, τότε συγκλίνει και το άθροισµα, το γινόµενο και το
πηλίκο τους, και είναι :

an + bn → a + b
anbn → ab

an
bn
→

a

b
αν επιπλέον bn , 0 ∀n ∈ N και b , 0


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Ισχυρισµός 6.28. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν το άθροισµα,
το γινόµενο και το πηλίκο των ακολουθιών an, bn συγκλίνει, τότε και οι
ακολουθίες an, bn συγκλίνουν.

Αντιπαράδειγµα 6.29. Οι ακολουθίες an = (−1)n και bn = − (−1)n

∆ΕΝ έχουν όριο, αλλά το άθροισµα, το γινόµενο και το πηλίκο τους
συγκλίνει :

an + bn = 0→ 0

anbn = − (−1)2n = −1→ −1
an
bn

= −1→ −1

Παρατήρηση 6.30. Η προηγούµενη πρόταση ισχύει ακόµα και όταν
οι ακολουθίες αποκλίνουν στο άπειρο, µε την προϋπόθεση όµως ότι οι

ποσότητες a + b, ab,
a

b
να µην είναι απροσδιόριστες µορφές του είδους

(+∞) + (−∞), 0 · ∞,
0
0
,
∞

∞
.

Αν όµως είναι απροσδιόριστη µορφή, τότε το άθροισµα, το γινόµενο
και το πηλίκο των ακολουθιών an, bn µπορεί να συγκλίνει ή να απο-
κλίνει στο άπειρο ή να µην υπάρχει.

Παρατήρηση 6.31. Αν το πλήθος των όρων του αθροίσµατος και του
γινοµένου είναι άπειρο, το συµπέρασµα της προηγούµενης πρότασης
δεν ισχύει, και οδηγούµαστε σε παράδοξα αποτελέσµατα.

Παράδειγµα 6.32. ΄Εστω

an =
1
n

+
1
n

+ · · · +
1
n︸               ︷︷               ︸

n το πλήθος όροι

= n ·
1
n

και είναι

liman = lim
1
n

+ lim
1
n

+ · · · + lim
1
n

= 0 + 0 + · · · + 0 = 0

ενώ
liman = n ·

1
n

= 1
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

(που είναι και το σωστό)
Φτάσαµε δηλαδή στο εξής παράδοξο : 0 = 1

Παράδειγµα 6.33. ΄Εστω η ακολουθία

an =

(
1 +

1
n

)n
που γνωρίζουµε ότι an → e.

΄Οµως αν υπολογίσουµε το όριο χρησιµοποιώντας τον ορισµό της
δύναµης, δηλαδή σαν το γινόµενο n παραγόντων, έχουµε

liman = lim
(
1 +

1
n

)
· lim

(
1 +

1
n

)
· · · lim

(
1 +

1
n

)
= 1 · 1 · · ·1
= 1

οπότε καταλήγουµε στο παράδοξο : e = 1

Παράδειγµα 6.34. ΄Εστω η ακολουθία

an =
(

n
√
n
)n

= n

που γνωρίζουµε ότι an → +∞.
΄Οµως

liman = lim
(

n
√
n
)
· lim

(
n
√
n
)
· · · lim

(
n
√
n
)

= 1 · 1 · · ·1 = 1

και έχουµε το παράδοξο αποτέλεσµα: +∞ = 1.

Ισχυρισµός 6.35. Αν an < bn για κάθε n τότε liman < lim bn.

Αντιπαράδειγµα 6.36. ΄Εστω an =
1

n + 1
και bn =

1
n
.΄Εχουµε τότε

an < bn και liman = lim bn = 0.
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Ισχύει η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 6.37. Αν an 6 bn για κάθε n > n0 και an, bn συγκλίνουν,
τότε liman 6 lim bn.

Πρόταση 6.38. Αν για τις ακολουθίες an, bn, cn ισχύει an 6 bn 6 cn
για κάθε n ∈ N και liman = lim cn = a τότε lim bn = a.

Ισχυρισµός 6.39. Αν για τις ακολουθίες an, bn, cn ισχύει an 6 bn 6 cn
για κάθε n ∈ N και οι ακολουθίες an, cn συγκλίνουν, αλλά όχι στον
ίδιο αριθµό, τότε και η ακολουθία bn συγκλίνει.

Αντιπαράδειγµα 6.40. ΄Εστω an = 1−
1
n
, bn = 2 + (−1)n, cn = 3 +

1
n
.

Ισχύει an 6 bn 6 cn για κάθε n ∈ N και έχουµε liman = 1, lim cn = 3.
΄Οµως

bn =

{
1, n περιττός
3, n άρτιος = (1,3,1,3,1,3, . . .)

οπότε το lim bn δεν υπάρχει.

Πρόταση 6.41. Αν an → +∞ (−∞) τότε η an ∆ΕΝ είναι άνω (κάτω)
ϕραγµένη. Είναι όµως κάτω (άνω) ϕραγµένη.

Ισχυρισµός 6.42. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν η ακολουθία
an ∆ΕΝ είναι άνω (κάτω) ϕραγµένη, τότε an → +∞ (−∞).

Αντιπαράδειγµα 6.43. Η ακολουθία

an =
n

2
(1 + (−1)n)

=

{
0, n περιττός
n, n άρτιος

= (0,2,0,4,0,6, . . .)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

δεν είναι άνω ϕραγµένη και δεν αποκλίνει στο +∞, γιατί οι υποακο-
λουθίες των περιττών όρων και των άρτιων όρων έχουν διαφορετικά
όρια : a2n−1 → 0 και a2n → +∞.

Αντιπαράδειγµα 6.44. Η ακολουθία an = n (−1)n δεν είναι ούτε
άνω, ούτε κάτω ϕραγµένη, και δεν έχει όριο. Επίσης δεν είναι ούτε
µονότονη.

Συµπέρασµα 6.45. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει. Ισχύει όµως το εξής :
Κάθε ακολουθία που ∆ΕΝ είναι άνω (κάτω) ϕραγµένη έχει τουλάχι-

στον µια υπακολουθία που αποκλίνει στο +∞ (−∞).
Στο προηγούµενο παράδειγµα, έχουµε τις υπακολουθίες

a2k = 2k (−1)2k = 2k → +∞

και
a2k+1 = (2k + 1) (−1)2k+1 = −(2k + 1)→ −∞

Θεώρηµα 6.46. [Bolzano-Weierstrass].
Κάθε ϕραγµένη ακολουθία στο R έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 3

Ισχυρισµός 6.47. Αν µια ακολουθία δεν είναι ϕραγµένη, τότε δεν έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία.

Αντιπαράδειγµα 6.48. Η ακολουθία

an =
n

2
(1 + (−1)n)

=

{
0, n περιττός
n, n άρτιος

= (0,2,0,4,0,6, . . .)

3Το ϑεώρηµα αυτό διατυπώνεται ισοδύναµα και ως εξής : Κάθε ϕραγµένη α-
κολουθία στο R έχει πάντα ένα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης. Πολλές ϕορές
στη ϐιβλιογραφία αναφέρεται και σαν ιδιότητα Bolzano-Weierstrass για τις ακο-
λουθίες. Χρησιµοποιώντας την, αποδεικνύεται και η αντίστοιχη ιδιότητα Bolzano-
Weierstrass για τα σύνολα: Κάθε ϕραγµένο και άπειρο υποσύνολο του R έχει
πάντα ένα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης. Βλέπε [15], σελ.82 και σελ.84.
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δεν είναι ϕραγµένη αλλά έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (την υπα-
κολουθία των περιττών όρων).

Προφανώς, αν µια ακολουθία δεν είναι ϕραγµένη, µπορεί και να
µην έχει καµµία συγκλίνουσα υπακολουθία.

Παράδειγµα 6.49. Η ακολουθία

an = −n (−1)n

=

{
n, n περιττός
−n, n άρτιος

= (1,−2,3,−4,5,−6, . . .)

δεν είναι ϕραγµένη και δεν έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες.

Πρόταση 6.50. Μια ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν κάθε υπα-
κολουθία της συγκλίνει στον ίδιο αριθµό.

Ισχυρισµός 6.51. Αν µια ακολουθία έχει άπειρες υπακολουθίες που
συγκλίνουν στον ίδιο αριθµό τότε η ακολουθία συγκλίνει σε αυτό τον
αριθµό.

Αντιπαράδειγµα 6.52. Η ακολουθία an = (−1)n είναι ϕραγµένη
και επιπλέον έχει άπειρες υπακολουθίες που συγκλίνουν στον ίδιο
αριθµό, τις : a2k → 1, a4k → 1, a6k → 1, . . .

΄Οµως η ακολουθία an = (−1)n δε συγκλίνει γιατί οι υπακολουθίες
των περιττών όρων συγκλίνουν σε διαφορετικό αριθµό: a2k+1 → −1,
a4k+1 → −1, a6k+1 → −1, . . .

Παρατήρηση 6.53. Η έκφραση ῾῾κάθε υπακολουθία᾿᾿ δεν είναι συ-
νώνυµη µε την έκφραση ῾῾άπειρες υπακολουθίες᾿᾿. Η πρώτη έκφραση
σηµαίνει ΟΛΕΣ οι υπακολουθίες, ενώ η δεύτερη έκφραση αναφέρεται
σε ΜΕΡΟΣ ΤΟΥ ΟΛΟΥ.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

Οι ϕυσικοί αριθµοί είναι άπειροι. Αν αφαιρέσουµε από αυτούς, τους
άρτιους - που είναι άπειροι - ϑα µείνουν πάλι άπειροι, οι περιττοί. Και
τα δύο σύνολα (άρτιοι - περιττοί) είναι άπειρα, και µάλιστα αριθµήσιµα
το πλήθος, όπως και το σύνολο των ϕυσικών.

΄Απειρο µε άπειρο όµως έχει διαφορά. Αν αφαιρέσουµε τους άπει-
ϱους ϱητούς από τους άπειρους πραγµατικούς έχουµε πάλι άπειρο
σύνολο αριθµών, τους άρρητους, οι οποίοι είναι όµως πολύ περισσότε-
ϱοι από τους ϱητούς γιατί σε αντίθεση µε αυτούς είναι υπεραριθµήσιµοι
σε πλήθος.

Η πράξη της αφαίρεσης (∞)− (∞) δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη
(απροσδιόριστη) γι΄ αυτό και έχουµε τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις.

Ισχυρισµός 6.54. Το όριο µιας ακολουθίας ανήκει στο σύνολο τιµών
της.

Αντιπαράδειγµα 6.55. Η ακολουθία των δεκαδικών (ϱητών) προσεγ-
γίσεων του

√
2, ο οποίος είναι άρρητος :

an =

[
10n
√

2
]

10n
(6.2)

µε τιµές
a1 a2 a3 a4 a5 . . .
1,4 1,41 1,414 1,4142 1,41421 . . . έχει σύνολο

τιµών ένα υποσύνολο του συνόλου των ϱητών, συγκλίνει όµως στο√
2 < Q.

Συµπέρασµα 6.56. Το όριο µιας ακολουθίας δεν ανήκει κατ᾿ἀνάγκη
στο σύνολο τιµών της.

Παρατήρηση 6.57. Αν µια ακολουθία an στοιχείων ενός συνόλου
Α συγκλίνει, τότε η ακολουθία an είναι ϐασική (ακολουθία Cauchy).
΄Οµως κάθε ϐασική ακολουθία an στοιχείων ενός συνόλου Α δε συ-
γκλίνει πάντα µέσα στο Α. Συγκλίνει µέσα στο σύνολο Α µόνο αν το
Α είναι πλήρες. Πρόκειται για το κριτήριο σύγκλισης ακολουθιών του
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Cauchy, που ισχύει στο διατεταγµένο και πλήρες σώµα των πραγµατι-
κών αριθµών, το οποίο µαζί µε την αρχιµήδεια ιδιότητα (για κάθε a ∈ R
υπάρχει n ∈ N τέτοιος ώστε n > a) αποτελούν αξιώµατα ισοδύναµα
µε το αξίωµα της ύπαρξης του ελάχιστου άνω ϕράγµατος για κάθε µη
κενό ϕραγµένο υποσύνολο του R. ΄Οταν τα δύο πρώτα είναι αξιώµατα
το τρίτο είναι πρόταση και αντιστρόφως.

΄Οµως το σώµα των ϱητών αριθµών Q, ενώ είναι αρχιµήδειο σώµα
δεν ισχύει σε αυτό το κριτήριο σύγκλισης ακολουθιών του Cauchy,
και άρα δεν είναι πλήρες σώµα. Αυτό σηµαίνει ότι στο Q, κάθε ακο-
λουθία ϱητών που συγκλίνει σε ϱητό είναι ϐασική, αλλά κάθε ϐασική
ακολουθία ϱητών δε συγκλίνει πάντα σε ϱητό.4

4Βλέπε 15, σελ.61-62.
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Κεφάλαιο 7

ΟΡΙΑ

Πρόταση 7.1. Αν lim
x→x0

f (x) > 01 τότε f (x) > 0 σε µια περιοχή του x0.

Ισχυρισµός 7.2. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν f (x) > 0 σε
µια περιοχή του x0 τότε lim

x→x0
f (x) > 0.

Αντιπαράδειγµα 7.3. Η συνάρτηση

f (x) = (x − 1)2 > 0 (7.1)

µε x , 1, όµως είναι lim
x→1

f (x) = 0 και όχι > 0.

Αντιπαράδειγµα 7.4. Επίσης, για τη συνάρτηση

g(x) =

{
x
2 , αν x < 2

4 − x, αν x > 2 (7.2)

έχουµε g (x) > 0 για κάθε x ∈ (1,3), ενώ το lim
x→2

g(x) ∆ΕΝ υπάρχει.

Συµπέρασµα 7.5. Το σωστό είναι πως αν f (x) > 0 σε µια περιοχή του
x0 τότε το lim

x→x0
f (x) = ` > 0 ή ∆ΕΝ υπάρχει.

1Φυσικά, έχουµε το ίδιο συµπέρασµα και όταν είναι lim
x→x0

f (x) = +∞. ∆ηλαδή

έχουµε f (x) > 0 σε µια περιοχή του x0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ

Σχήµα 7.1: f (x) = (x − 1)2 µε x , 1

Σχήµα 7.2: g(x) = x
2 , αν x < 2 και 4 − x, αν x > 2
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Πρόταση 7.6. ΄Εστω f, g : A → R και x0 σηµείο συσσώρευσης του Α.
Αν τα lim

x→x0
f (x), lim

x→x0
g(x), υπάρχουν στο R, τότε και τα όρια

lim
x→x0

[f (x) + g (x)]

lim
x→x0

[f (x) · g (x)]

υπάρχουν στοR. Αν επιπλέον g(x) , 0 για κάθε x ∈ R και lim
x→x0

g(x) , 0

τότε υπάρχει και το lim
x→x0

[
f (x)
g(x)

]
.

Ισχυρισµός 7.7. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν, καθώς το
x → x0, υπάρχει στο R το όριο του αθροίσµατος, του γινοµένου, ή
του πηλίκου δύο συναρτήσεων, τότε υπάρχουν στο R και τα επιµέρους
όρια καθεµίας εκ των δύο αυτών συναρτήσεων.

Αντιπαράδειγµα 7.8. ∆ίνονται οι συναρτήσεις2

f (x) =
|x |

x
(7.3)

και
g(x) = −

|x |

x
(7.4)

µε x ∈ R*.

Είναι lim
x→0

[f (x) + g (x)] = 0, lim
x→0

[f (x) · g (x)] = −1, lim
x→0

[
f (x)
g(x)

]
=

−1 ενώ τα lim
x→0

f (x), lim
x→0

g (x) ∆ΕΝ υπάρχουν.

Ισχυρισµός 7.9. Τα όρια lim
x→x0

f (x), lim
x→x0

g (x) µπορεί να υπάρχουν ενώ

το όριο
lim
x→x0

[f (x) + g (x)]

να µην υπάρχει !
2Είναι η λεγόµενη και συνάρτηση προσήµου του x και συµβολίζεται sgn(x) από

τη λέξη signum. Αυτό γιατί για x > 0 είναι f (x) = 1 ενώ για x < 0 είναι f (x) = −1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ

Σχήµα 7.3: f (x) = |x |
x

Σχήµα 7.4: f (x) = − |x |x
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Αντιπαράδειγµα 7.10. Είναι

lim
x→1+

√
x − 1 = 0

µε x ∈ [1,+∞), και
lim
x→1−

√
1 − x = 0

µε x ∈ (−∞,1] ενώ το

lim
x→1

(√
x − 1 +

√
1 − x

)
δεν υπάρχει, αφού η παράσταση

(√
x − 1 +

√
1 − x

)
ορίζεται µόνο για

x = 1, οπότε δεν υπάρχει περιοχή ∪(1, δ) µε δ ϑετικό γύρω από το
x = 1 ώστε να έχει νόηµα το παραπάνω όριο.

Παρατήρηση 7.11. Εδώ ϕαίνεται ότι έχουµε µια εξαίρεση, δηλαδή
ένα αντιπαράδειγµα για την προηγούµενη πρόταση. ΄Οµως δεν πρόκει-
ται για κάτι τέτοιο, αφού οι δύο συναρτήσεις δεν ορίζονται στην ίδια
περιοχή του x0 = 0, το οποίο όµως είναι σηµείο συσσώρευσης των πε-
δίων ορισµού και των δύο συναρτήσεων.

Παρατήρηση 7.12. Επειδή οι έννοιες της συνέχειας, της παραγώγι-
σης, και της ολοκλήρωσης περιέχουν την έννοια του ορίου, οι ιδιότητες
και τα προβλήµατα που παρουσιάζει αυτό, µεταφέρονται και για αυτές
τις έννοιες αντίστοιχα.

Πρόταση 7.13. Αν
lim
x→x0

f (x) = ` ∈ R

τότε
lim
x→x0
|f (x) | = |`|

Ισχυρισµός 7.14. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν lim
x→x0
|f (x) | =

|`| τότε lim
x→x0

f (x) = ` ∈ R.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ

Αντιπαράδειγµα 7.15. Για τη συνάρτηση

f (x) =
|x |

x
, µε x ∈ R*

ισχύει ότι lim
x→0
|f (x)| = 1 ενώ το lim

x→0
f (x) δεν υπάρχει.

Συµπέρασµα 7.16. Το αντίστροφο ισχύει µόνο αν ` = 0, δηλαδή:

lim
x→x0

f (x) = 0⇔ lim
x→x0
|f (x) | = 0

Ισχυρισµός 7.17. Αν

lim
x→x0
|f (x) | = ` ∈ R

τότε

lim
x→x0

f (x) = ` ή − `

Αντιπαράδειγµα 7.18. Για την

f (x) =

{
1, x > 0
−1, x < 0 (7.5)

ισχύει ότι lim
x→0
|f (x) | = 1 ενώ το lim

x→0
f (x) δεν υπάρχει.

Συµπέρασµα 7.19. Αν

lim
x→x0
|f (x) | = ` ∈ R

τότε

lim
x→x0

f (x) = ` ή − ` ή ∆ΕΝ υπάρχει
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Πρόταση 7.20. (ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ)
Αν x0 σηµείο συσσώρευσης του συνόλου A ⊆ R, και για τις συναρτήσεις
h(x), f (x), g(x) που είναι ορισµένες 3 στο A ισχύει ότι

h(x) 6 f (x) 6 g(x)

για κάθε x που ανήκει στο A και επιπλέον

lim
x→x0

h(x) = lim
x→x0

g(x) = ` ∈ R

τότε υπάρχει το όριο της f και είναι

lim
x→x0

f (x) = `

Παρατήρηση 7.21. Το συµπέρασµα του κριτήριου της παρεµβολής
ισχύει και όταν οι ανισότητες είναι γνήσιες δηλαδή όταν : h(x) < f (x) <
g(x). Αυτό συµβαίνει γιατί h(x) < f (x) < g(x) ⇒ h(x) 6 f (x) 6 g(x)
και είναι πιο έυκολη η ύπαρξη της γνήσιας ανισότητας (ισχυρότερη).
Επιπλέον, το κριτήριο της παρεµβολής ισχύει ακόµα και όταν το x τείνει
στο άπειρο ή το όριο ισούται µε άπειρο.

Ισχυρισµός 7.22. Αν για τις συναρτήσεις h (x) , f (x) , g (x) που είναι
ορισµένες σε µια περιοχή του x0 ∈ R, ισχύει ότι h (x) 6 f (x) 6 g (x) για
κάθε x που ανήκει σε αυτή την περιοχή, και lim

x→x0
h (x) = m, lim

x→x0
g (x) =

` µε m < `, τότε m 6 lim
x→x0

f (x) 6 `.

Αντιπαράδειγµα 7.23. ΄Εστω h (x) = −x2 − 1, f (x) =
|x |

x
, g (x) =

x2 + 1 µε x ∈ R*, και ισχύει h (x) < f (x) < g (x) για κάθε x ∈ R*.
΄Εχουµε lim

x→0
h (x) = −1, lim

x→0
g (x) = 1, ενώ lim

x→0
f (x) δεν υπάρχει.

3Σε πολλά ϐιβλία διαβάζουµε ότι οι 3 συναρτήσεις ορίζονται σε µια περιοχή του
x0 χωρίς να αναφέρεται ότι αυτό είναι σηµείο συσσώρευσης. Αυτό ϐέβαια σηµαίνει
έχουµε διάστηµα της µορφής (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) οπότε και το x0 αποτελεί
σηµείο συσσώρευσης αυτού.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ

Σχήµα 7.5: Αντιπαράδειγµα για το κριτήριο της παρεµβολής

Συµπέρασµα 7.24. Η ανισότητα m 6 lim
x→x0

f (x) 6 ` ισχύει µε την προ-

ϋπόθεση ότι υπάρχει το lim
x→x0

f (x). Επιπλέον, ανm = ` τότε συνεπάγεται

η ύπαρξη του ορίου χωρίς να απαιτείται από την υπόθεση, 4 και είναι
lim
x→x0

f (x) = `.

Πρόταση 7.25. (΄ΟΡΙΟ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ)
Αν x0 σηµείο συσσώρευσης του A ⊆ R, συνάρτηση g : A → R τέτοια
ώστε lim

x→x0
g(x) = ` και f : B → R συνεχής στο `, µε g(A) ⊆ B ⊆ R και

` ∈ B, τότε

lim
x→x0

f (g(x)) = f (`)

4Αυτό συµβαίνει λόγω της ισχύος του κριτήριου παρεµβολής, η υπόθεση του
οποίου δεν περιέχει την ύπαρξη του ορίου limx→x0 f (x) παρά µόνο ότι η f ορίζεται
στο υποσύνολο A των πραγµατικών αριθµών, και ότι το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης
του A.
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Ισχυρισµός 7.26. Ισχύει πάντα ότι

lim
x→x0

f (g (x)) = f
(

lim
x→x0

g (x)
)

Αντιπαράδειγµα 7.27. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f (x) =
lnx

x − 1
, µε x ∈ (0,1) ∪ (1,+∞) (7.6)

και
g (x) = x + 1, µε x ∈ R (7.7)

΄Εχουµε

f (g (x)) =
ln (x + 1)

x
, µε x ∈ (−1,0) ∪ (0,+∞)

και
lim
x→0

f (g (x)) = lim
x→0

ln (x + 1)
x

( 0
0 )
= 1

ενώ
f
(
lim
x→0

g (x)
)

= f (1)

το οποίο όµως δεν ορίζεται.

Αντιπαράδειγµα 7.28. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

h (x) =

{
sinx
x , x , 0
3, x = 0 (7.8)

και
k (x) = 2x µε x ∈ R (7.9)

΄Εχουµε

h (k (x)) =

{
sin(2x)

2x , x , 0
3, x = 0

και
lim
x→0

h (k (x)) = lim
x→0

sin (2x)
2x

( 0
0 )
= 1

ενώ
h

(
lim
x→0

k (x)
)

= h (0) = 3

και είναι διαφορετικό.
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Παρατήρηση 7.29. Στο 1ο αντιπαράδειγµα αν

x0 , 0,−1+

(τα σηµεία στα οποία δεν ορίζεται η f (g (x))), τότε

lim
x→x0

g (x) = a , 1,0+

(δηλαδή το lim
x→x0

g (x) ανήκει στο πεδίο ορισµού της f (x)), οπότε

f
(

lim
x→x0

g (x)
)

= f (a)

ορίζεται πλέον.
΄Εστω x0 = 2 τότε

f
(
lim
x→2

g (x)
)

= f (g (2)) = f (3) =
ln3
2

και

lim
x→2

f (g (x)) = lim
x→2

ln (x + 1)
x

=
ln3
2

δηλαδή είναι ίσα.
Στο 2ο αντιπαράδειγµα το x0 = 0 ανήκει στο πεδίο ορισµού της

h (k(x)), άρα δεν είναι η αιτία της µη ισχύος της ισότητας. Αν όµως
υποθέσουµε ότι η h (k(x)) είναι συνεχής, δηλαδή έχουµε

h (k (x)) =

{
sin(2x)

2x , x , 0
1, x = 0

τότε h
(
lim
x→0

k (x)
)

= h (0) = 1 = lim
x→0

h (k (x)).

Ισχυρισµός 7.30. Το όριο µιας συνάρτησης στο x0 ∈ R ∆ΕΝ υπάρχει,
αν αυτή ∆ΕΝ ορίζεται σε κανένα διάστηµα της µορφής ∪(x0, a) µε a ∈
R, a > o.
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Αντιπαράδειγµα 7.31. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) = x, µε x =
1
k

όπου k ∈ Z* δηλαδή

x ∈ A =

{
−1,−

1
2
,−

1
3,
,−

1
4
, · · ·

}
∪

{
· · · ,

1
4
,
1
3
,
1
2
,1

}
(7.10)

η οποία ∆ΕΝ ορίζεται σε καµµία περιοχή της µορφής ∪(0, a) µε a ∈
R και a > 0, δηλαδή ∆ΕΝ υπάρχει διάστηµα γύρω απο το µηδέν,
οσοδήποτε ῾῾κοντά᾿᾿ και αν πλησιάσουµε στο οποίο να ορίζεται. ΄Οµως
το όριο στο µηδέν υπάρχει και είναι lim

x→0
f (x) = 0, γιατί το µηδέν είναι

σηµείο συσσώρευσης5 του συνόλου A, και όλα τα άλλα σηµεία είναι
µεµονωµένα.6

ΠΡΟΣΟΧΗ!
Οι παρακάτω δύο εκφράσεις δεν είναι ταυτόσηµες :

• Η συνάρτηση ορίζεται σε περιοχή της µορφής ∪(x0, a) µε a ∈ R
και a > 0, οσοδήποτε ῾῾κοντά᾿᾿ στο σηµείο x0.

• Σε κάθε περιοχή της µορφής ∪(x0, a) µε a ∈ R, a > 0, υπάρ-
χουν σηµεία του πεδίου ορισµού της συνάρτησης.

Το όριο έχει νόηµα αρκεί να ισχύει η 2η έκφραση, δηλαδή αρκεί
να υπάρχουν σηµεία του πεδίου ορισµού της συνάρτησης οσοδήποτε
῾῾κοντά᾿᾿ κι αν πλησιάσουµε στο x0. ∆ηλαδή αρκεί το x0 να είναι σηµείο
συσσώρευσης του πεδίου ορισµού.

Στο παράδειγµά µας η f ορίζεται σε σύνολα (όχι διαστήµατα)7

γύρω από το µηδέν, που περιέχουν όµως άπειρους όρους του πεδίου
5Το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του συνόλου Α (δεν ανήκει απαραίτητα στο

Α), αν σε κάθε περιοχή του x0 υπάρχει ένα τουλάχιστον x , x0 µε x ∈ A (και άρα
άπειρα).

6Το x0 ∈ A είναι µεµονωµένο σηµείο του συνόλου Α, αν υπάρχει περιοχή του x0
ώστε το µόνο κοινό στοιχείο µε το Α είναι το x0.

7 ΄Ενα υποσύνολο Α του R είναι διάστηµα, τότε και µόνο, όταν περιέχει κάθε x
που ϐρίσκεται µεταξύ 2 οποιονδήποτε στοιχείων του Α.

(΄Ενα σύνολο A ⊆ R είναι διάστηµα⇐⇒ ∀x : x1 < x < x2, x1, x2 ∈ A ⇒ x ∈ A)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΡΙΑ

ορισµού.

Πρόταση 7.32. (΄ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΙ ΟΡΙΟ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ)

lim
x→+∞

f (x) = `⇒ lim
n→+∞

f (n) = `

µε
x ∈ R+, n ∈ N, ` ∈ R ∪ {−∞,+∞}

Ισχυρισµός 7.33. Ισχύει και το αντίστροφο.
∆ηλαδή, αν lim

n→+∞
f (n) = ` τότε lim

x→+∞
f (x) = `

Αντιπαράδειγµα 7.34. Υπάρχει συνάρτηση f τέτοια ώστε η ακολου-
ϑία f (n) να συγκλίνει, ενώ η συνάρτηση f (x) όχι !

f (x) =

{
1, x ∈ N
0, x ∈ R \ N

(7.11)

και ενώ lim
x→+∞

f (x) ∆ΕΝ υπάρχει, έχουµε lim
n→+∞

f (n) = 1.
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Κεφάλαιο 8

ΣΥΝΕΧΕΙΑ

IΥπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής σε 1 µόνο σηµείο.

Παράδειγµα 8.1. Η συνάρτηση1

f (x) =

{
x, x ∈ Q

1 − x, x ∈ R \ Q
µε 0 6 x 6 1 (8.1)

είναι συνεχής µόνο στο x = 1
2 , και λαµβάνει κάθε τιµή του συνόλου

τιµών [0,1] ακριβώς 1 ϕορά. Είναι δηλαδή ῾῾1-1’ συνάρτηση. ΄Οµως
δεν είναι σε κανένα υποδιάστηµα του πεδίου ορισµού της µονότονη !

Παράδειγµα 8.2. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, x ∈ Q
−x, x ∈ R \ Q

(8.2)

είναι συνεχής µόνο στο x = 0.

Παρατήρηση 8.3. Μια συνάρτηση της µορφής

f (x) =

{
a (x) , x ∈ Q
b (x) , x ∈ R \ Q

(8.3)

είναι ασυνεχής παντού εκτός από τις ϱίζες της εξίσωσης a (x) = b (x).
(Με την προϋπόθεση ότι οι 2 κλάδοι της f ορίζονται)

1Βλέπε 15, σελ.203.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

IΥπάρχει συνάρτηση που ∆ΕΝ είναι συνεχής σε κανένα x0 ∈ R.

Παράδειγµα 8.4. Η συνάρτηση ”Dirichlet”:

f (x) =

 0,
1,

αν x ∈ R\Q
αν x ∈ Q

είναι ασυνεχής σε κάθε x0 ∈ R. Το σύνολο των ϱητών Q είναι πυκνό
στο R, οπότε υπάρχει ακολουθία ϱητών (an), ώστε an → x0 ∈ R,.
Επίσης το σύνολο των αρρήτων είναι πυκνο στο R, οπότε υπάρχει
ακολουθία αρρήτων (bn) ώστε bn → x0 ∈ R. ΄Εχουµε τότε f (an) = 1,
και f (bn) = 0 και είναι διαφορετικά. Αυτό σηµαίνει ότι η f δεν έχει
σε κανένα σηµείο x0 όριο, οπότε δεν είναι και πουθενά συνεχής.

IΥπάρχει συνάρτηση συνεχής σε άπειρα σηµεία, και ασυνεχής
επίσης σε άπειρα σηµεία.

Παράδειγµα 8.5. Η συνάρτηση2

f (x) =

{
0, x ∈ R \ Q, x > 0
1
n , x = m

n , m, n ∈ N, (m, n) = 1 (8.4)

είναι συνεχής σε κάθε άρρητο και ασυνεχής σε κάθε ϱητό.

Παράδειγµα 8.6. Η συνάρτηση ’ακέραιο’ µέρος του x ∈ R

f (x) = [x]

είναι ασυνεχής σε κάθε k ∈ Z αφού είναι lim
x→k−

[x] = k−1 ενώ lim
x→k+

[x] =

k και συνεχής στο R \ Z.

2Βλέπε απόδειξη στο 4, σελ.124.
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Πρόταση 8.7. Αν η f (x) είναι συνεχής στο x0 ∈ R, τότε και η |f (x) |
είναι συνεχής στο x0.

Ισχυρισµός 8.8. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν |f (x) | είναι
συνεχής στο x0 ∈ R, τότε και η f είναι συνεχής στο x0.

Αντιπαράδειγµα 8.9. ∆ίνεται η

f (x) =

{
1, x > 0
−1, x < 0 (8.5)

για την οποία ισχύει |f (x) | = 1 για κάθε x ∈ R, και άρα συνεχής πα-
ντού σαν σταθερή συνάρτηση. ΄Οµως το lim

x→0
f (x) δεν υπάρχει, οπότε

η f (x) δεν είναι συνεχής στο x = 0.
Ακόµα χειρότερα, αν η f οριστεί ως εξής :

f (x) =

{
1, x ∈ Q
−1, x ∈ R \ Q

(8.6)

τότε η f (x) δεν είναι συνεχής πουθενά, ενώ η |f (x) | = 1 είναι συνεχής
παντού.

Πρόταση 8.10. Αν f και g είναι συνεχείς συναρτήσεις στο x0 ∈ R, τότε

και οι συναρτήσεις :

(f + g) (x)
(f · g) (x)(
f

g

)
(x)

(f ◦ g) (x)


είναι συνεχείς στο x0.

(Με την προϋπόθεση ότι ορίζονται στο x0)

Ισχυρισµός 8.11. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν το άθροισµα,
το γινόµενο, το πηλίκο ή η σύνθεση δύο συναρτήσεων είναι συνεχής συ-
νάρτηση, τότε κάθεµια εκ των δύο συναρτήσεων είναι συνεχής επίσης.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

∆ίνεται για κάθε περίπτωση ξεχωριστά :

• Για το άθροισµα (f + g) (x):

Αντιπαράδειγµα 8.12.

f (x) =

{ 1
x, x , 0
1 x = 0

και

g (x) =

{
x − 1

x , x , 0
−1, x = 0

΄Εχουµε (f + g) (x) = x και είναι συνεχής για κάθε x ∈ R, ενώ
οι συναρτήσεις f και g ∆ΕΝ είναι συνεχείς στο x = 0.

• Για το γινόµενο (f · g) (x):

Αντιπαράδειγµα 8.13.

f (x) =

{ sin x
x , x , 0
2, x = 0

και

g (x) =

{ sin(2x)
x , x , 0
1, x = 0

οι οποίες ∆ΕΝ είναι συνεχείς στο x = 0 ενώ η συνάρτηση

(f · g) (x) =

{
sin x
x ·

sin(2x)
x , x , 0

2, x = 0

είναι συνεχής σε όλο το R.

Παρατήρηση 8.14. Επίσης, οι 2 συναρτήσεις αποτελούν πα-
ϱάδειγµα και για το άθροισµα:

(f + g) (x) =

{ sin x+sin(2x)
x , x , 0
3, x = 0

το οποίο είναι συνεχής στο x = 0.
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• Για το πηλίκο
(
f

g

)
(x):

Αντιπαράδειγµα 8.15.

f (x) =

{ 4 sin x
x , x , 0
2, x = 0

και

g (x) =

{ sin(2x)
x , x , 0
1, x = 0

οι οποίες ∆ΕΝ είναι συνεχείς στο x = 0 ενώ η συνάρτηση(
f

g

)
(x) =

{ 2
cos x , x , kπ

2 όπου k ∈ Z
2, x = 0

είναι συνεχής στο x = 0.

• Για τη σύνθεση (f ◦ g) (x):

Αντιπαράδειγµα 8.16.

f (x) =
√
x2 − x

µε
x ∈ (−∞,0] ∪ [1,+∞)

η οποία είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της, και

g (x) =

{
−x2, x > 0
1 − x, x < 0

η οποία είναι ασυνεχής στο x = 0, ενώ η σύνθεση

(f ◦ g) (x) =

{
x
√
x2 + 1, x > 0

√
x2 − x, x < 0

που είναι συνεχής στο R.
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Αντιπαράδειγµα 8.17. Ακόµα χειρότερα, οι συναρτήσεις

f (x) =

{
1, x ∈ Q
0, x ∈ R \ Q

και

g (x) =

{
e, x ∈ Q
π, x ∈ R \ Q

είναι ασυνεχείς παντού, ενώ η

(f ◦ g) (x) = 0 ∀x ∈ R

είναι συνεχής παντού σαν σταθερή.

Θεώρηµα 8.18. (BOLZANO)3 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο
διάστηµα [a, b] και ισχύει ότι f (a) · f (b) < 0, τότε υπάρχει ένα του-
λάχιστον x ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f (x) = 0.

• Αν κάποια από τις προϋποθέσεις δεν ισχύει, τότε δε µπορούµε
να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα.

1. Αν η f ∆ΕΝ είναι συνεχής στο [a, b] τότε ∆ΕΝ έχει απαρα-
ίτητα ϱίζα στο (a, b).

Παράδειγµα 8.19. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x − 3, 1 6 x 6 2
x − 1, 2 < x 6 3 (8.7)

ορίζεται στο [1,3], ισχύει ότι f (1) · f (3) = −2 < 0 , αλλά
δεν είναι συνεχής στο x = 2, και δεν έχει ϱίζα στο (1,3).

3Bernhard Bolzano
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Παράδειγµα 8.20. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x − 1, 1 < x 6 2
−1, x = 1 (8.8)

ορίζεται στο [1,2], ισχύει ότι f (1) · f (2) = −1 < 0 , αλλά
δεν είναι συνεχής στο άκρο x = 2, και δεν έχει ϱίζα στο
(1,2).

2. Αν για την f ∆ΕΝ ισχύει ότι f (a) · f (b) < 0, τότε ∆ΕΝ έχει
απαραίτητα ϱίζα στο (a, b).

Παράδειγµα 8.21. Η συνάρτηση

f (x) = x, αν x ∈ [1,2] (8.9)

είναι συνεχής στο [1,2], αλλά ισχύει ότι f (1) · f (2) = 2 > 0
, και δεν έχει ϱίζα στο (1,2).

• Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ.

Η συνάρτηση µπορεί να έχει ϱίζα αλλά να µην ισχύει καµµία
από τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος.

Παράδειγµα 8.22. Η συνάρτηση

f (x) =

{
(x − 1)2 , 0 6 x 6 2

x, 2 < x 6 3 (8.10)

έχει 1 ϱίζα στο (0,3), αλλά δεν είναι συνεχής στο [0,3] (ειναι
ασυνεχής στο x = 2), και ισχύει f (0) · f (3) = 3 > 0.

Θεώρηµα 8.23. (ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ) 4

Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο [a, b], µε f (a) , f (b), τότε για
κάθε κ που ϐρισκεται ανάµεσα στις τιµές f (a) , f (b), υπάρχει τουλάχι-
στον ένα x ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f (x) = κ.

4Μια διαφορετική διατύπωση είναι η εξής :
Αν η συνάρτηση f είναι στο διάστηµα ∆ των πραγµατικών αριθµών συνεχής, τότε το
σύνολο τιµών της f , το f (∆) είναι επίσης διάστηµα.
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• Το ότι η συνεχής συνάρτηση f στο κλειστό [a, b] παίρνει όλες τις
τιµές µεταξύ των f (a) και f (b), ∆Ε σηµαίνει ότι κατάνάγκη πα-
ίρνει µόνο αυτές, δηλαδή ότι το σύνολο τιµών είναι το [f (a) , f (b)]
ή το [f (b) , f (a)].

Παράδειγµα 8.24. Η συνάρτηση f (x) = x2 µε x ∈ [−1,2]
είναι συνεχής, και έχουµε f (−1) = 1 , 4 = f (2), οπότε εφαρ-
µόζοντας το Θ.Ενδ.Τιµών συµπεραίνουµε ότι παίρνει όλες τις
τιµές µεταξύ του 1 και του 4. ΄Οµως f (0) = 0 και το µηδέν
δεν ανήκει στο [f (−1) , f (2)] = [1,4]. Βλέπουµε δηλαδή ότι
f ([−1,2]) = [0,4] , [1,4] = [f (−1) , f (2)].

Σχήµα 8.1: f (x) = x2 µε x ∈ [−1,2]

Παρατήρηση 8.25. Το διάστηµα που ορίζουν τα f (a) , f (b) µε

f (a) < f (b)

δεν είναι το σύνολο τιµών της f στο κλειστό [a, b], αλλά υπο-
σύνολό του :

[f (a) , f (b)] ⊆ f ([a, b])
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– Θα είναι [f (a), f (b)] = f ([a, b]) µόνο αν η f είναι συνεχής
και επιπλέον είναι αύξουσα.

• Αν η συνάρτηση f έχει στο [a, b] την «Ιδιότητα της Ενδιάµεσης
Τιµής» 5, δηλαδή παίρνει κάθε τιµή µεταξύ των f (a) και f (b),
∆Ε συνεπάγεται απαραίτητα πως είναι και συνεχής στο [a, b].

Παράδειγµα 8.26. Η συνάρτηση

f (x) =

{
sin 1

x , x , 0
0, x = 0 (8.11)

για τα x ∈
[
−2
π
,
2
π

]
παίρνει κάθε τιµή µεταξύ των f

(
−2
π

)
= −1

και f
(2
π

)
= 1 , και µάλιστα άπειρες ϕορές. Είναι συνεχής για

κάθε x , 0, όµως ∆ΕΝ είναι συνεχής στο x = 0 αφού το lim
x→0

sin
1
x

∆ΕΝ υπάρχει.

Παρατήρηση 8.27. Η συνάρτηση f ϑα είναι συνεχής στο [a, b]

1. αν έχει την ιδιότητα των ενδιάµεσων τιµών και είναι µονότο-
νη στο [a, b]. 6

ή

5Η συνάρτηση f έχει στο διάστηµα ∆ των πραγµατικών αριθµών την «Ιδιότητα της
Ενδιάµεσης Τιµής» αν ικανοποιεί το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος της Ενδιάµεσης
Τιµής, δηλαδή αν η εικόνα κάθε υποδιαστήµατος του ∆ ως προς την f είναι διάστη-
µα. ΄Ετσι µπορούµε να έχουµε µια διαφορετική διατύπωση του ϑεωρήµατος της
Ενδιάµεσης Τιµής, που είναι η εξής : (Βλέπε σχετικά στο [17], τόµος I, σελ.183,
ασκ.10-31)
Κάθε συνεχής συνάρτηση που ορίζεται σε ένα διάστηµα των πραγµατικών αριθµών,
έχει την «Ιδιότητα της Ενδιάµεσης Τιµής».
Βλέπε επιπλέον και την παρατήρηση 8.35 στη σελ. 123 σχετικά µε παράδειγµα
συνάρτησης ορισµένης σε διάστηµα που έχει σύνολο τιµών επίσης διάστηµα, αλλά
δεν έχει την «Ιδιότητα της Ενδιάµεσης Τιµής».

6Βλέπε σχετικά το πρόβληµα 8.38 στη σελ. 123 και την πρόταση 8.40 στη
σελ. 125. Για απόδειξη ϐλέπε στο [26] στη σελ. 238.
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Σχήµα 8.2: f (x) = sin
1
x

αν x , 0, και 0 αν x = 0

2. αν είναι ϕραγµένη και µονότονη στο [a, b]. 7

Θεώρηµα 8.28. (ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΤΙΜΗΣ)
Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα του R, τότε

λαµβάνει 8 µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε αυτό.

• Η προϋπόθεση της συνέχειας στα άκρα του διαστήµατος είναι
απαραίτητη για την ισχύ του ϑεωρήµατος.

7Βλέπε σχετικά το αντιπαράδειγµα 8.52 στη σελ. 132. Για απόδειξη ϐλέπε
στο [26] στη σελ. 258.

8Μπορεί να παρουσιάσει ολικά ακρότατα στο διάστηµα αυτό σε πολλές τιµές του
x.

Π.χ. η συνάρτηση sinx στο διάστηµα [0,4π], όπου f
(π
2

)
= f

(5π
2

)
= 1 = fmax και

f
(3π

2

)
= f

(7π
2

)
= −1 = fmin.
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Παράδειγµα 8.29. Η συνάρτηση

f (x) = x + 1 για x ∈ (0,1)

είναι συνεχής στο ανοιχτό (0,1), χωρίς όµως να παρουσιάζει
ολικά ακρότατα εκεί, και το σύνολο τιµών της είναι το διαστηµα
(1,2). Αν ήταν όµως συνεχής στο κλειστό [0,1] τότε ϑα είχε
ολικό µέγιστο το 1 και ολικό ελάχιστο το 2. (Σύνολο τιµών το
[1,2])

• Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ, δηλαδή µια συνάρτηση µπορεί να
παρουσιάζει ολικό µέγιστο και ελάχιστο χωρίς να είναι συνεχής.

Παράδειγµα 8.30. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, 0 6 x 6 1

x + 1, 1 < x 6 2 (8.12)

παρουσιάζει ολικό µέγιστο ίσο µε 3, ολικό ελάχιστο ίσο µε 0,
αλλά δεν είναι συνεχής στο x = 1, άρα µη συνεχής στο κλειστό
[0,2].

Πρόταση 8.31. Αν µια συνάρτηση f (x) είναι γνησίως µονότονη στο
διάστηµα ∆⊆ R τότε είναι και ῾῾1-1’ στο ∆.

Ισχυρισµός 8.32. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν µια συνάρτηση
f (x) είναι ῾῾1-1’, τότε είναι και γνησίως µονότονη.

Αντιπαράδειγµα 8.33. Η συνάρτηση

f (x) =
1
x

µε
x ∈ (−∞,0) ∪ (0,+∞)

είναι ῾῾1-1’ στο R∗ αλλά δεν είναι γνησίως µονότονη εκεί.
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Κάποιος ϑα µπορούσε να υποθέσει ότι ϕταίει µόνο το Π.Ο. που
είναι ένωση διαστηµάτων, αλλά όπως ϕαίνεται στο αντιπαράδειγµα
που ακολουθεί, ακόµα και αν η συνάρτηση είναι ’1-1’ σε διάστηµα,
και το σύνολο τιµών αυτής είναι επίσης διάστηµα, δεν αρκεί για να
είναι η συνάρτηση γνησίως µονότονη.

Αντιπαράδειγµα 8.34. ΄Οµως η συνάρτηση

g (x) =

{
x ,αν 0 6 x < 1

−x + 3 ,αν 1 6 x 6 2 (8.13)

είναι ῾῾1-1’ στο [0,2] αλλά όχι γνησίως µονότονη σε αυτό, αφού όπως
ϕαίνεται και στο σχήµα, είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1) και γνησίως
ϕθίνουσα στο[1,2].

g (x) =

{
x ,αν 0 6 x < 1

−x + 3 ,αν 1 6 x 6 2

Σχήµα 8.3:
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Παρατήρηση 8.35. Η προηγούµενη συνάρτηση µε τύπο (8.13) έχει
σύνολο τιµών το

f ([0,2]) = [f (0), f (1)] = [0,2]

το οποίο είναι διάστηµα, χωρίς όµως να έχει την «Ιδιότητα της Ενδιάµε-
σης Τιµής» 9, αφού π.χ. στο διάστηµα

[
0, 3

2

]
το σύνολο τιµών της f είναι

το [0,1) ∪
[

3
2 ,2

]
το οποίο δεν είναι διάστηµα.

Συµπέρασµα 8.36. Το ∆ πρέπει να΄ναι διάστηµα και όχι ένωση δια-
στηµάτων. Αυτός είναι ο λόγος που η

f (x) =
1
x

δεν είναι γνησίως µονότονη, ενώ για τη g (x) µε τύπο (8.13) αυτό που
ϕταίει είναι ότι δεν είναι συνεχής στο x = 1.
΄Αρα:
Στην ιδιότητα ῾῾1-1’ µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα ∆, πρέπει να προ-
σθέσω την ιδιότητα της συνέχειας στο ∆, ώστε η συνάρτηση να είναι και
γνησίως µονότονη στο ∆.

Ισχύει η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 8.37. Αν µια συνάρτηση είναι ῾῾1-1’ και συνεχής σ΄ένα δι-
άστηµα ∆⊆ R τότε είναι και γνησίως µονότονη στο ∆.

Πρόβληµα 8.38. Πότε µια γνησίως µονότονη συνάρτηση σε ένα δι-
άστηµα ∆, είναι και συνεχής στο ίδιο διάστηµα ;

Πρόκειται για το αντίστροφο της πρότασης 8.37 στη σελίδα 123,
το οποίο δεν ισχύει.

Παράδειγµα 8.39. Η συνάρτηση

h (x) =

{
x ,αν x 6 0

x + 1 ,αν x > 0 (8.14)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

h (x) =

{
x ,αν x 6 0

x + 1 ,αν x > 0

Σχήµα 8.4:
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είναι γνησίως αύξουσα στο R αλλά δεν είναι συνεχής στο x = 0.
Βλέπουµε ότι στο παράδειγµά µας το γεγονός πως το πεδίο ορισµού
της h (x) είναι το R (διάστηµα και όχι ένωση διαστηµάτων) δεν είναι
αρκετό για να µας παράγει τη συνέχεια της h (x). ΄Αρα αν µια συνάρ-
τηση είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆, δε συνεπάγεται ότι
ϑα είναι και συνεχής σάυτό.

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πρόταση 8.40. 10Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη σε ένα δι-
άστηµα ∆, και το σύνολο τιµών αυτής είναι διάστηµα, τότε η συνάρτηση
ϑα είναι και συνεχής στο ∆.

΄Ετσι καταλαβαίνουµε γιατί η h (x) δεν είναι συνεχής :
Το σύνολο τιµών της (−∞,0] ∪ (1,+∞), δεν είναι διάστηµα, αλλά

ένωση διαστηµάτων.

Παρατήρηση 8.41. Μπορεί όµως µια συνάρτηση να είναι γνησίως
µονότονη σε ένωση διαστηµάτων, και, είτε το σύνολο τιµών αυτής είναι
διάστηµα είτε ένωση διαστηµάτων, η συνάρτηση να είναι συνεχής.

Παράδειγµα 8.42. Η συνάρτηση

k (x) =

{
x ,αν x 6 0

x − 1 ,αν x > 1 (8.15)

είναι γνησίως αύξουσα (άρα και ῾῾1-1’), έχει σύνολο τιµών το δι-
άστηµα R και είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της (−∞,0]∪ (1,+∞),
παρά το ότι αυτό δεν είναι διάστηµα.

Παράδειγµα 8.43. Η συνάρτηση

s(x) = x µε x 6 0 ή x > 1 (8.16)

είναι γνησίως αύξουσα, αλλά τόσο το πεδίο ορισµού όσο και το
σύνολο τιµών αυτής είναι ένωση διαστηµάτων, το (−∞,0] ∪ (1,+∞).
΄Οµως είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της.

9Βλέπε σχετικά µε την «Ιδιότητα της Ενδιάµεσης Τιµής» στη σελίδα 119.
10Μερικό αντίστροφο του Θεωρ.Ενδιάµεσων Τιµών. [Βλέπε απόδειξη στο 16,

σελ.70]
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k (x) =

{
x ,αν x 6 0

x − 1 ,αν x > 1

Σχήµα 8.5:
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s(x) = x µε x 6 0 ή x > 1

Σχήµα 8.6:
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Πρόταση 8.44. Αν µια συνάρτηση f (x) είναι συνεχής και µη σταθερή
σε διάστηµα ∆, τότε το f (∆) είναι διάστηµα. 11

IΤο αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ .

• Μπορεί να έχουµε απεικόνιση διαστήµατος ∆ σε διάστηµα f (∆),
χωρίς η f να είναι συνεχής στο ∆:

Παράδειγµα 8.45. Η συνάρτηση12

f (x) = x − bxc (8.17)

µε x ∈ ∆=[0,3] , f (∆)=[0,1) και σηµεία ασυνέχειας τα x = 1,2,3.

Παράδειγµα 8.46. Η συνάρτηση

g (x) =

{
x ,αν 0 6 x < 1

−x + 3 ,αν 1 6 x 6 2

όπου x ∈ ∆=[0,2], g (∆) = [0,2] και σηµείο ασυνέχειας το x = 1.

Παράδειγµα 8.47. Η συνάρτηση

h (x) =


x , x ∈ [0,1) ∪ (1,2)
2 , x = 1
1 , x = 2

(8.18)

όπου x ∈ ∆=[0,2], h (∆) = [0,2] και σηµεία ασυνέχειας τα x =

1,2.
11Βλέπε σχετικά µε την Ιδιότητα Ενδιάµεσης Τιµής και µια διαφορετική διατύπω-

ση του Θ.Ενδιαµ.Τιµής την υποσηµείωση στη σελ. 119. Η παρούσα πρόταση, είναι
µια «εναλλακτική» διατύπωση αυτής.

12bxc είναι το ακέραιο µέρος του x, ῾῾floor (x)᾿᾿ και ορίζεται ως εξής :
bxc = k, όπου k 6 x < k + 1 µε k ∈ Z
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Σχήµα 8.7: f (x) = x − bxc

g (x) =

{
x ,αν 0 6 x < 1

−x + 3 ,αν 1 6 x 6 2

Σχήµα 8.8:
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΣΥΝΕΧΕΙΑ

h (x) =


x , x ∈ [0,1) ∪ (1,2)
2 , x = 1
1 , x = 2

Σχήµα 8.9:
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• Μπορεί η συνεχής f να απεικονίζεται στο διάστηµα f (∆) χωρίς
το ∆ να είναι διάστηµα:

Παράδειγµα 8.48. Η συνάρτηση

k (x) =

{
x ,0 6 x < 1

−x + 3 ,1 < x 6 2 (8.19)

Εδώ έχουµε x ∈ ∆=[0,1) ∪ (1,2] και σύνολο τιµών k(∆)=[0,2).
(Πρόκειται για παραλλαγή της g (x) της προηγούµενης περίπτω-
σης. Εδώ είναι x , 1.)

k (x) =

{
x ,0 6 x < 1

−x + 3 ,1 < x 6 2

Σχήµα 8.10:

Η k (x) είναι συνεχής, αφού το x = 1 δεν ανήκει στο πεδίο
ορισµού, οπότε δεν έχει έννοια να µιλάµε για σύνέχεια εκεί. 13

13Η έννοια της συνέχειας διαφέρει από τη χάραξη της συνεχούς γραµµής, δηλαδή
από τη σχεδίαση του γραφήµατος δίχως να σηκωθεί το µολύβι από το χαρτί. ΄Αλλο
σχετικό παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης µε µη συνεχές γράφηµα είναι η f (x) = 1

x
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Πρόταση 8.49. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό [a, b]
τότε η f είναι ϕραγµένη στο [a, b].

• Υπάρχει συνάρτηση f που είναι ορισµένη στο κλειστό [a, b],
αλλά όχι ϕραγµένη σε αυτό.

Παράδειγµα 8.50. Η συνάρτηση

f : [0,1]→ [0,+∞)

µε τύπο

f (x) =

{ 1
x , 0 < x 6 1
0, x = 0 (8.20)

δεν είναι ϕραγµένη στο [0,1], γιατί είναι συνεχής στο ανοιχτό
(0,1] και όχι στο κλειστό [0,1].

Παρατήρηση 8.51. Αν η συνάρτηση είναι συνεχής σε ανοιχτό
διάστηµα, για να είναι ϕραγµένη, αρκει να υπάρχουν τα όρια στα
άκρα του διαστήµατος και να είναι πεπερασµένα.

• Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Υπάρχει συνάρτηση f που είναι
ϕραγµένη στο κλειστό [a, b], αλλά όχι συνεχής σε αυτό. 14

Παράδειγµα 8.52. Η συνάρτηση f : [1,2]→ [1,2] µε τύπο

f (x) =


2, x = 1
x, 1 < x < 2
1, x = 2

(8.21)

είναι ϕραγµένη στο κλειστό [1,2] αλλά όχι συνεχής σε αυτό.

14Μια ϕραγµένη συνάρτηση για να είναι και συνεχής πρέπει να είναι και µονότο-
νη. Βλέπε σχετικά την παρατήρηση 8.27 στη σελ. 119
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f (x) =

{ 1
x , 0 < x 6 1
0, x = 0

Σχήµα 8.11:
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f (x) =


2, x = 1
x, 1 < x < 2
1, x = 2

Σχήµα 8.12:
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Πρόταση 8.53. (ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ)

f : [a, b]→ R
f συνεχής

f γν.µονότονη
f ([a, b]) = [m,M]

 =⇒



υπάρχει η f −1

µε f −1 : [m,M]→ [a, b]
f −1 συνεχής

f −1 γν.µονότονη
ίδιο είδος µονοτονίας

µε την f

Ισχυρισµός 8.54. Αν η f είναι συνεχής και γνησίως µονότονη, τότε
και η f −1 ϑα είναι συνεχής.

Αντιπαράδειγµα 8.55. ΄Εστω f : [0,1) ∪ [2,3]→ [0,2] µε τύπο

f (x) =

{
x, 0 6 x < 1

x − 1, 2 6 x 6 3 (8.22)

Σχήµα 8.13:

η οποία είναι συνεχής και γνησίως µονότονη (παρά το ότι το πεδίο
ορισµού ∆ΕΝ είναι διάστηµα), ενώ η αντίστροφή της, f −1 : [0,2] →
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[0,1) ∪ [2,3] µε τύπο

f −1 (y) =

{
y, 0 6 y < 1

y + 1, 1 6 y 6 2 (8.23)

∆ΕΝ είναι συνεχής στο y = 1.

Παρατήρηση 8.56. Αυτό συµβαίνει διότι το πεδίο ορισµού της f (x)
(όπως και το σύνολο τιµών της f −1 (y)) ∆ΕΝ είναι διάστηµα.
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Κεφάλαιο 9

∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Πρόταση 9.1. Αν η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R είναι περιο-
δική µε περίοδο Τ, τότε και η παράγωγός της, f ′, είναι περιοδική µε την
ίδια περίοδο Τ.

Ισχυρισµός 9.2. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή αν η παράγωγος
f ′ είναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο Τ, τότε και η f είναι περιοδική
συνάρτηση µε την ίδια περίοδο Τ.

Αντιπαράδειγµα 9.3. Η συνάρτηση

f (x) = x + sin x

έχει παράγωγο
f ′ (x) = 1 + cos x

που είναι περιοδική µε περίοδο T = 2π.
Η f όµως δεν είναι περιοδική γιατί αν ήταν, τότε ϑα υπήρχε T ∈ R

τέτοιο ώστε
f (x + T ) = f (x) ∀x ∈ R⇒

x + T + sin (x + T ) = x + sin x ∀x ∈ R⇒

sin x − sin (x + T ) = T ∀x ∈ R⇒

cos
(
x +

T

2

)
= −

T

2 sin
(
T
2

) ∀x ∈ R
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δηλαδή το συνηµίτονο σταθερό ∀x ∈ R, το οποίο είναι άτοπο.

IΥπάρχει συνάρτηση που είναι παραγωγίσιµη σε ένα µόνο σηµείο.

Παράδειγµα 9.4. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2, x ∈ Q
0, x ∈ R \ Q

(9.1)

δεν είναι παραγωγίσιµη σε κανένα x , 0, αφού υπάρχουν ακολουθίες
ϱητών και άρρητων, an, bn, αντίστοιχα, έτσι ώστε an → x0 , 0, και
bn → x0 , 0, ενώ f (an) = x2

0 , 0 = f (bn). Βλέπουµε δηλαδή ότι δεν
έχει όριο σε κανένα x , 0, άρα ούτε και συνεχής. Στο µηδέν όµως η
f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη γιατί αν an → 0, και bn → 0, τότε
f (an) = 02 = 0 = f (bn) = f (0), και

lim
f (an) − f (0)

x − 0
= lim

a2
n − 0
an

= liman = 0

lim
f (bn) − f (0)

x − 0
= lim

0 − 0
bn

= lim 0 = 0

οπότε f ′ (0) = 0.

IΥπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής παντού αλλά ΜΗ παρα-
γωγίσιµη σε άπειρα σηµεία (αριθµήσιµο το πλήθος).

Παράδειγµα 9.5. Η συνάρτηση f (x) = | sin x | µε x ∈ R είναι συνεχής
στο R, και ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµη σε αριθµήσιµο πλήθος σηµείων
της µορφής x = kπ µε k ∈ Z. 1

IΥπάρχει συνάρτηση που είναι συνεχής παντού αλλά πουθενά
παραγωγίσιµη.

1Σε όλα τα υπόλοιπα σηµεία (υπεραριθµήσιµο το πλήθος) είναι παραγωγίσιµη.
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Σχήµα 9.1: f (x) = | sin x |

Παράδειγµα 9.6. Η συνάρτηση Weierstrass 2.

W (x) =

∞∑
k=0

akcos
(
bkπx

)
(9.2)

για 0 < a < 1, b > 1 περιττό, και ab > 1 + 3π
2 , είναι συνεχής και

πουθενά παραγωγίσιµη στο R. Το γράφηµά της, είναι σαν ένα fractal,
παρουσιάζει αυτοοµοιότητα. Αν µεγενθύνουµε συνεχώς, ϑα ϐλέπουµε
το ίδιο µοτίβο. ΄Εχουµε συνεχώς επαναλαµβανόµενα µοτίβα σε κάθε
ϐήµα.

2Αυτή είναι η αρχική διατύπωση της συνάρτησης όπως την παρουσίασε ο Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass το 1872, στη Βασιλική Ακαδηµία Επιστηµών, στο
Βερολίνο. Το 1916, ο Godfrey Hardy απέδειξε ότι είναι αρκετό για να είναι µη
παραγωγίσιµη παντού, η συνθήκη ab > 1, ενώ επέτρεψε να είναι και το b πραγµα-
τικός αριθµός µε b > 1. Η συνθήκη ab > 1 + 3π

2 , είχε προκύψει σαν ανάγκη µέσω
της αποδεικτικής διαδικασίας.
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Πρόταση 9.7. ΄Εστω οι συναρτήσεις f : A → B, g : B → R, x0 ∈ A
σηµείο συσσώρευσης του A και f (x0) ∈ B σηµείο συσσώρευσης του B.
Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και η g είναι παραγωγίσιµη στο f (x0),
τότε η g ◦ f : A → R είναι παραγωγίσιµη στο x0 και (g ◦ f )′ (x0) =

g′ (f (x0)) · f ′ (x0).

Ισχυρισµός 9.8. Αν δύο συναρτήσεις ∆ΕΝ είναι παραγωγίσιµες, τότε
και η σύνθεση αυτών ∆Ε µπορεί να είναι παραγωγίσιµη.

Αντιπαράδειγµα 9.9. ΄Εστω οι συνεχείς συναρτήσεις f : [1,3] →
[2,5] και g : [2,5]→ [1,3] µε τύπο

f (x) =

{
x + 1, 1 6 x 6 2
2x − 1, 2 < x 6 3 (9.3)

και

g (x) =

{
x − 1, 2 6 x 6 3
x+1

2 , 3 < x 6 5 (9.4)

αντίστοιχα. Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x = 2 και η g δεν είναι
παραγωγίσιµη στο 3. Παρατηρούµε πως f −1 (x) = g (x), οπότε έχουµε
(g ◦ f ) (x) = x µε x ∈ [1,3], η οποία είναι παραγωγίσιµη ∀x ∈ [1,3].

Αντιπαράδειγµα 9.10. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2, x ∈ Q
−x2, x ∈ R \ Q

(9.5)

είναι παραγωγίσιµη µόνο στο x = 0, ενώ η σύνθεσή της µε τη συνάρ-
τηση g (x) = ln|x | µε x , 0 είναι παραγωγίσιµη παντού εκτός απο το
x = 0.

Είναι

(g (f (x)))′ = (ln|f (x) |)′ =
(
lnx2

)′
= (2ln|x |)′ =

2
x

Συµπέρασµα 9.11. Η σύνθεση 2 συναρτήσεων µπορεί να είναι παρα-
γωγίσιµη χωρίς αυτές να είναι παραγωγίσιµες.
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Σχήµα 9.2: Σύνθεση µη παραγωγίσιµων που είναι παραγωγίσιµη.

Πρόταση 9.12. Αν µια συνάρτηση είναι παράγωγίσιµη 3 στο x0, το
γράφηµα της συνάρτησης δέχεται εφαπτοµένη ευθεία στο x0.

Ισχυρισµός 9.13. Αν το γράφηµα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο-
µένη ευθεία στο x0, τότε η συνάρτηση είναι παράγωγίσιµη στο x0.

Αντιπαράδειγµα 9.14. Η συνάρτηση

f (x) =

{
3√x, x > 0

−
3√
−x, x < 0 (9.6)

είναι η αντίστροφη της

g (x) = x3 x ∈ R (9.7)

3Μια συνάρτηση f (x) λέγεται παραγωγίσιµη ή αλλιώς διαφορίσιµη στο x0 ∈ R,

αν υπάρχει το lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

και ισούται µε ` ∈ R. Γράφουµε τότε f ′ (x0) = `.
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Σχήµα 9.3: Γράφηµα συνάρτησης µε εφαπτοµένη σε σηµείο που δεν
είναι παραγωγίσιµη.

και έπεται ότι τα γραφήµατά τους, λόγω συµµετρίας έχουν τις ίδιες
γεωµετρικές ιδιότητες. Εποµένως και τα δύο γραφήµατα δέχονται
εφαπτοµένες στο x = 0, η µεν g (x) την y = 0 (άξονας x ′x), η δε f (x)
την x = 0 (άξονας y′y). ΄Οµως ενώ η g (x) είναι παντού παραγωγίσιµη,
η f (x) δεν είναι παραγωγίσιµη στο x = 0, γιατί

f ′ (0) = lim
x→0

f (x) − f (0)
x − 0

= +∞ < R

αφού

lim
x→0−

−
3√
−x

x
= lim

x→0−

1(
3√
−x

)2 = +∞

και

lim
x→0+

3√x

x
= lim

x→0+

1(
3√x

)2 = +∞

Είναι µόνο κατ’εκδοχήν4 παραγωγίσιµη στο x = 0, οπότε και η εφα-

4Μια συνάρτηση f (x) λέγεται κατ’εκδοχήν παραγωγίσιµη αν lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

=
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πτοµένη ευθεία σε αυτό το σηµείο είναι κατακόρυφη.

Συµπέρασµα 9.15. Αν το γράφηµα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο-
µένη ευθεία στο x0, τότε η συνάρτηση ∆ΕΝ είναι απαραίτητα παράγω-
γίσιµη στο x0. Η παραγωγισιµότητα µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο x0,
είναι ικανή αλλά όχι αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη εφαπτοµένης
ευθείας στο x0.

Παρατήρηση 9.16. Αν το γράφηµα µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτο-
µένη ευθεία στο x0, τότε δε σηµαίνει απαραίτητα πως το x0 δε ϑα είναι
γωνιακό σηµείο. Υπάρχει η λάθος αντίληψη πως όπου το γράφηµα
µιας συνάρτησης δέχεται εφαπτοµένη ευθεία, είναι και ῾῾λείο᾿᾿, χωρίς
γωνίες.

Παράδειγµα 9.17. Η συνάρτηση

f (x) =
√
|x | =

{ √
x, x > 0

√
−x, x < 0 (9.8)

έχει

lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

= +∞

και
lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

= −∞

οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιµη ούτε κατ’εκδοχήν, δέχεται όµως
εφαπτοµένη ευθεία, την κατακόρυφη x = 0 (άξονας y′y).

Πρόταση 9.18. Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε
είναι και συνεχής στο x0.

Ισχυρισµός 9.19. Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής στο x0, τότε είναι
και παραγωγίσιµη στο x0.

+∞ ή −∞.
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Σχήµα 9.4: f (x) =
√
|x |

Αντιπαράδειγµα 9.20. Συνάρτηση συνεχής στο x = 0 χωρίς όµως
να είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 είναι η

f (x) = |x | =

{
x, x > 0
−x, x < 0 (9.9)

αφού

lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x

x
= 1

ενώ
lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0−

−x

x
= −1

Αντιπαράδειγµα 9.21. Επίσης η συνάρτηση

g (x) =
1

1 + |x |
=

{ 1
1+x , x > 0

1
1−x , x < 0 (9.10)

έχει lim
x→0

g (x) = g (0) = 1 οπότε είναι συνεχής στο x = 0, και

lim
x→0+

g (x) − g (0)
x − 0

= lim
x→0+

1
1+x − 1
x

= lim
x→0+

−1
1 + x

= −1
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Σχήµα 9.5: f (x) = |x |

ενώ

lim
x→0−

g (x) − g (0)
x − 0

= lim
x→0−

1
1−x − 1
x

= lim
x→0−

1
1 − x

= 1

οπότε δεν είναι παραγωγίσιµη στο x = 0.

Συµπέρασµα 9.22. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Αν µια συνάρτηση ε-
ίναι συνεχής στο x0, δε σηµαίνει απαραίτητα ότι είναι και παραγωγίσιµη
στο x0.

Παρατήρηση 9.23. Βλέπουµε στο σχήµα πως οι εφαπτοµένες y =

−x + 1 και y = x + 1 του αριστερού και δεξιού κλάδου της g (x)
στο x = 0, τέµνονται κάθετα. Λέµε τότε ότι οι συναρτήσεις g1 (x) =

1
1+x µε x , −1 και g2 (x) = 1

1−x µε x , 1 τέµνονται ορθογώνια στο
x = 0.

Παρατήρηση 9.24. Υπάρχει η περίπτωση η συνάρτηση να µην είναι
συνεχής στο x0, αλλά να έχει κατ’εκδοχήν παράγωγο στο x0 (δηλαδή
+∞ ή −∞).
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Η συνάρτηση g (x) =
1

1 + |x |
=

{ 1
1+x , x > 0

1
1−x , x < 0

Σχήµα 9.6:
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Παράδειγµα 9.25. Η συνάρτηση

f (x) =

{
1 +
√
x, x > 0

−
√
−x, x < 0 (9.11)

έχει κατ’εκδοχήν παράγωγο στο x = 0, αφού

lim
x→0

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

f (x) − 1
x

=

 limx→0+
1
√
x

limx→0−
√
−x+1
−x


= +∞

και στο x = 0 δεν είναι συνεχής γιατί

lim
x→0+

f (x) = f (0) = 1 , 0 = lim
x→0−

f (x)

Ισχυρισµός 9.26. Οι 2 παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :

• Υπάρχει η f ′ (x0)

• Υπάρχει το lim
x→x0

f ′ (x)

Αντιπαράδειγµα 9.27. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, x 6 0

x + 1, x > 0 (9.12)

έχει lim
x→0

f ′ (x) = 1 ενώ δεν είναι παραγωγίσιµη στο x = 0 γιατί είναι
ασυνεχής σε αυτό το σηµείο.

Παρατήρηση 9.28. ΄Αρα το να ϐρούµε το lim
x→x0

f ′ (x) για να υπολο-

γίσουµε την τιµή της f ′, είναι λάθος.
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Η συνάρτηση f (x) =

{
1 +
√
x, x > 0

−
√
−x, x < 0

Σχήµα 9.7:

148



Αντιπαράδειγµα 9.29. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2sin

(
1
x

)
, x , 0

0, x = 0
(9.13)

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο R µε

f ′ (x) =

{
2xsin 1

x − cos
1
x , x , 0

0, x = 0 (9.14)

που είναι ασυνεχής στο µηδέν, αφού το

lim
x→0

(
2xsin

1
x
− cos

1
x

)
δεν υπάρχει.

Βλέπουµε δηλαδή, ότι f ′ (0) = 0 ενώ το lim
x→0

f ′ (x) δεν υπάρχει.

Συµπέρασµα 9.30. Αν για µια συνάρτηση f ισχύει µία από τις 2 πα-
ϱακάτω προτάσεις :

• Υπάρχει η f ′ (x0)

• Υπάρχει το lim
x→x0

f ′ (x)

τότε ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ απαραίτητα και η άλλη.5

Θεώρηµα 9.31. (ROLLE)
Αν η συνάρτηση f (x) είναι :

συνεχής στο [a, b]
και παραγωγίσιµη στο (a, b)

και f (a) = f (b)

 =⇒


υπάρχει

ένα τουλάχιστον
p ∈ (a, b)
τέτοιο ώστε
f ′ (p) = 0

5Για περισσότερες λεπτοµέρειες, ϐλέπε στο Παράρτηµα Γʹ στη σελ. 223
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• Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ.
Οι συνθήκες του Θ.ROLLE είναι ικανές αλλά όχι και αναγκαίες
για την ισχύ του συµπεράσµατος.

Παράδειγµα 9.32. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2, x ∈ [−2,1]

5 − 2x, x ∈ (1,2] (9.15)

είναι

– ορισµένη στο κλειστό [−2,2]

– µη συνεχής στο κλειστό [−2,2], αφού στο x = 1 έχω ασυ-
νέχεια και εποµένως

– µη παραγωγίσιµη στο (−2,2)

– f (−2) = 4 , 1 = f (2)

υπάρχει όµως p ∈ (−2,2) τέτοιο ώστε f ′ (p) = 0. Είναι το p = 0
και έχουµε f ′ (0) = 0. Βλέπουµε δηλαδή πως παρά το γε-
γονός ότι δεν ικανοποιείται καµµία από τις προϋποθέσεις, το
συµπέρασµα ισχύει.

• Οι προϋποθεσεις του ϑεωρήµατος είναι απολύτως απαραίτητες
για την ισχύ του συµπεράσµατος.
ΠΡΟΣΟΧΗ!
Ο ισχυρισµός αυτός δεν έρχεται σε αντίθεση µε την προηγο-
ύµενη περίπτωση, διότι εδώ συζητάµε για το ικανό και όχι το
αναγκαίο της συνθήκης. ΄Ετσι το συµπέρασµα δεν ισχύει απα-
ϱαιτήτως αν :

1. Ισχύουν οι προϋποθέσεις, µε τη διαφορά ότι η f είναι συ-
νεχής στο [a, b) και όχι στο [a.b].

Παράδειγµα 9.33. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2, −1 6 x < 0
1, x = 0 (9.16)
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Η συνάρτηση f (x) =

{
x2, x ∈ [−2,1]

5 − 2x, x ∈ (1,2]

Σχήµα 9.8:
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– είναι ορισµένη στο [−1,0]
– συνεχής στο [−1,0)
– παραγωγίσιµη στο (−1,0)
– f (−1) = 1 = f (0)

αλλά δεν υπάρχει p ∈ (−1,0) τέτοιο ώστε f ′ (p) = 0.

2. Ισχύουν οι προϋποθέσεις, µε τη διαφορά ότι η f δεν είναι
παραγωγίσιµη σε ένα τουλάχιστον σηµείο του διαστήµατος
(a, b).

Παράδειγµα 9.34. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2, −1 6 x < 0
x, 0 6 x 6 1 (9.17)

– είναι ορισµένη στο [−1,1]
– συνεχής στο [−1,1]
– παραγωγίσιµη στο (−1,1) εκτός απο το µηδέν.
– f (−1) = 1 = f (1)

αλλά δεν υπάρχει p ∈ (−1,1) τέτοιο ώστε f ′ (p) = 0.

3. Ισχύουν οι προϋποθέσεις, µε τη διαφορά ότι f (a) , f (b).

Παράδειγµα 9.35. Η συνάρτηση

f (x) = x2 µε x ∈ [1,2] (9.18)

– είναι ορισµένη στο [1,2]
– συνεχής στο [1,2]
– παραγωγίσιµη στο (1,2)
– f (1) = 1 , 4 = f (2)

αλλά δεν υπάρχει p ∈ (1,2) τέτοιο ώστε f ′ (p) = 0.
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Πρόταση 9.36. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα
∆ και ισχύει f ′ (x) > 0 για κάθε x ∈ ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα
στο ∆.

Ισχυρισµός 9.37. Ισχύει και το αντίστροφο. Αν δηλαδή η f είναι
γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε έχουµε f ′ (x) > 0 για κάθε x ∈ ∆.

Αντιπαράδειγµα 9.38. Η συνάρτηση

f (x) = x3 µε x ∈ R (9.19)

είναι γνησίως αύξουσα στο R, αλλά στο x = 0 είναι f ′ (0) = 0.

Σχήµα 9.9: f (x) = x3

Συµπέρασµα 9.39. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Αν δηλαδή η f είναι
γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε δε σηµαίνει απαραίτητα πως f ′ (x) > 0 για
κάθε x ∈ ∆.

Παρατήρηση 9.40. Παρά το ότι f ′ (0) = 0, η συνάρτηση στο x = 0
δεν παρουσιάζει τοπικό ακρότατο.
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IΥπάρχει συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσι-
µη στο R µε άπειρο πλήθος ϱιζών της f ′, χωρίς κανένα τοπικό ακρότα-
το.

Παράδειγµα 9.41. Η συνάρτηση

f (x) = x − sin x µε x ∈ R (9.20)

είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη στο R, µε f ′ (x) = 1−cos x >
0 ∀x ∈ R. ΄Οµως παρατηρούµε ότι f ′ (x) = 0 ⇒ cos x = 1 ⇒ x =

2kπ µε k ∈ Z.
΄Εχει δηλαδή αριθµήσιµο το πλήθος ϱίζες, αφου το σύνολο των ακε-
ϱαίων ειναι αριθµήσιµο. ΄Οµως σε κανένα απο αυτά τα σηµεία δεν
παρουσιάζει τοπικό ακρότατο.

Σχήµα 9.10: f (x) = x − sin x

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πόρισµα 9.42. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη στο
∆, τότε f ′ (x) > 0 για κάθε x ∈ ∆, µε f ′ (x) = 0 το πολύ σε αριθµήσιµο
το πλήθος σηµεία του ∆.
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IΥπάρχει συνάρτηση συνεχής σε διάστηµα της µορφής [a,+∞)
αλλά στο a δεν παρουσιάζει τοπικό ακρότατο.

Παράδειγµα 9.43. Η συνάρτηση

f (x) =

{
xsin

(
1
x

)
, x > 0

0, x = 0
(9.21)

είναι συνεχής στο (0,+∞) σαν γινόµενο και σύνθεση συνεχών, ενώ και
στο µηδέν είναι συνεχής γιατί f (0) = 0 και

lim
x→0+

xsin
1
x

= lim
x→0+

sin 1
x

1
x

= lim
y→+∞

siny

y
= 0

αφού ∣∣∣∣∣sinyy
∣∣∣∣∣ 6 1
|y|
⇒ −

1
|y|
6
siny

y
6

1
|y|

και από το κριτήριο της παρεµβολής έχουµε

lim
y→+∞

siny

y
= lim

y→+∞
−

1
|y|

= lim
y→+∞

1
|y|

= 0

Παρατηρούµε ότι όσο πλησιάζουµε κοντά στο µηδέν, η συνάρτηση
εναλλάσσει το πρόσηµό της διερχόµενη από τον οριζόντιο άξονα µε
ολοένα και µεγαλύτερη συχνότητα, ῾ἁπείρως συχνά᾿᾿.

Θεωρώντας τις ακολουθίες

an =
1

2nπ + π
2

και
bn =

1
2nπ + 3π

2

µε an, bn > 0 ∀n ∈ N

και επειδή an → 0+, bn → 0+, έπεται ότι σε κάθε διάστηµα της µορ-
ϕής (0, x), περιέχονται άπειροι όροι των ακολουθιών αυτών. Οπότε
αφού

f (an) = an · 1 = an > 0
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Η συνάρτηση f (x) =

{
xsin

(
1
x

)
, x > 0

0, x = 0

Σχήµα 9.11:
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και
f (bn) = bn · (−1) = −bn < 0

για όλους αυτους τους άπειρους όρους των ακολουθιών, η συνάρτηση
f (x) έχει άπειρες τιµές (ϑετικές - αρνητικές εναλλάξ). ∆εν υπάρχει
δηλαδή διάστηµα κοντά στο µηδέν της µορφής (0, x), στο οποίο η
συνάρτηση να διατηρεί σταθερό το πρόσηµό της. Εποµένως στο µηδέν
δε µπορούµε να έχουµε τοπικό ακρότατο.

Ισχυρισµός 9.44. Αν για τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f, g,
ισχύει f (x) < g (x) , ∀x ∈ R, τότε συνεπάγεται ότι f ′ (x) < g′ (x) , ∀x ∈
R.

Αντιπαράδειγµα 9.45. Για τις συναρτήσεις f (x) = −e−x < 0, ∀x ∈ R
και g (x) = e−x > 0, ∀x ∈ R, είναι f (x) < 0 < g (x) , ∀x ∈ R. ΄Οµως
f ′ (x) = e−x > 0, ∀x ∈ R και g′ (x) = −e−x < 0, ∀x ∈ R, οπότε έχουµε
f ′ (x) > 0 > g′ (x) , ∀x ∈ R. (ϐλέπε σχήµα 9.12)

Σχήµα 9.12: Παραγώγιση ανισωτικής σχέσης.
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Συµπέρασµα 9.46. Οι ανισώσεις δεν παραγωγίζονται.

Πρόταση 9.47. (ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΤΗΣ 1ης ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ)
΄Εστω συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα ∆ ⊆ R και ισχύει ότι

f συνεχής στο διάστηµα ∆ και
ξ εσωτερικό σηµείο του ∆ και

f παραγωγίσιµη σε περιοχή του ξ

Τότε αν

• f ′ (x) > 0, ∀x ∈ (ξ − δ, ξ ) και
f ′ (x) < 0, ∀x ∈ (ξ, ξ + δ)

}
=⇒ f (ξ ) τοπικό µέγιστο,

ενώ αν

• f ′ (x) < 0, ∀x ∈ (ξ − δ, ξ ) και
f ′ (x) > 0, ∀x ∈ (ξ, ξ + δ)

}
=⇒ f (ξ ) τοπικό ελάχιστο.

Ισχυρισµός 9.48. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή αν έχουµε α-
κρότατη τιµή στο σηµείο ξ, τότε η µονοτονία της συνάρτησης αλλάζει
δεξιά και αριστερά του ξ.

Αντιπαράδειγµα 9.49. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x2

(
2 + sin 1

x

)
, x , 0

0, x = 0
(9.22)

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο R, και στο x = 0 παρουσιάζει
ολικό ελάχιστο. ΄Οµως η µονοτονία της f δεν αλλάζει εκατέρωθεν του
µηδενός. Ας δούµε αναλυτικότερα:

Για κάθε x , 0 είναι συνεχής σαν γινόµενο και σύνθεση συνεχών,
ενώ και στο x = 0 είναι συνεχής αφού

lim
x→0

x2
(
2 + sin

1
x

)
= lim

x→0
2x2 + lim

x→0
x · lim

x→0
xsin

1
x

= 0
= f (0)
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Επίσης είναι παραγωγίσιµη για κάθε x , 0 µε

f ′ (x) = 4x + 2xsin
1
x
− cos

1
x

και στο x = 0 έχουµε

f ′ (0) = lim
x→0

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

x
(
2 + sin

1
x

)
= 0

όπου ϐλέπουµε ότι δέχεται εφαπτοµένη ευθεία, την y = 0. (Επιπλέον
να σηµειώσουµε ότι η f ′ δεν είναι συνεχής στο µηδέν.)

Θεωρώντας τώρα

ak =
1

2kπ
→ 0, bk =

1
(2k + 1) π

→ 0, µε k ∈ Z*

οι τιµές των οποίων για αρκετά µεγάλα k, (k → +∞), ή αρκετά µικρά
k, (k → −∞), ανήκουν στο διάστηµα (−ϸ, ϸ) µε ϸ > 0, έχουµε

f ′ (ak) =
2
kπ
− 1 < 0 ∀k ∈ Z*

ενώ
f ′ (bk) =

4
(2k + 1) π

+ 1 > 0 ∀k ∈ Z* − {−1}

΄Ετσι ϐλέπουµε ότι σε κάθε διάστηµα (−ϸ, ϸ) µε ϸ > 0, η f ′ παίρνει
και ϑετικές και αρνητικές τιµές, και άρα η f δεν είναι µονότονη σε
κανένα διάστηµα της προηγούµενης µορφής.

΄Οµως η τιµή f (0) = 0 είναι η ελάχιστη που µπορεί να λάβει η f
για όλα τα x ∈ R, αφού

−1 6 sin
1
x
6 1

1 6 2 + sin
1
x
6 3

x2 6 f (x) 6 3x2

και εποµένως
f (x) > 0 ∀x , 0
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Η συνάρτηση f (x) =

{
x2

(
2 + sin 1

x

)
, x , 0

0, x = 0

Σχήµα 9.13:
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Συµπέρασµα 9.50. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. ∆ηλαδή µπορεί να
έχουµε ακρότατη τιµή στο σηµείο ξ, χωρίς η µονοτονία της συνάρτησης
να αλλάζει δεξιά και αριστερά του ξ.

Πρόταση 9.51. ΄Εστω συνάρτηση f συνεχής στο [a, b], και 2 ϕορές
παραγωγίσιµη στο (a, b).

• Αν f ′′ (x) > 0, ∀x ∈ (a, b)⇒ η f είναι γνήσια κυρτή 6 στο [a, b].
(στρέφει τα κοίλα άνω)

• Αν f ′′ (x) < 0, ∀x ∈ (a, b) ⇒ η f είναι γνήσια κοίλη στο [a, b].
(στρέφει τα κοίλα κάτω)

Ισχυρισµός 9.52. Αν η f είναι κυρτή στο [a, b], τότε f ′′ (x) > 0 για
κάθε x ∈ (a, b).

Αντιπαράδειγµα 9.53. Η συνάρτηση

f (x) = x4 µε x ∈ R (9.23)

είναι γνήσια κυρτή παντού, όµως έχει f ′′ (x) = 12x2 > 0 ∀x ∈ R,
αφού f ′′ (0) = 0.

Συµπέρασµα 9.54. Αν η f είναι κυρτή στο [a, b], τότε δε σηµαίνει
απαραίτητα πως f ′′ (x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b). Αν όµως είναι γνήσια
κυρτή τότε µπορούµε να εξάγουµε το συµπέρασµα ότι η f ′ είναι γνήσια
αύξουσα. Προσοχή ! ΄Οχι f ′′ (x) > 0, γιατί όπως είδαµε, η f (x) = x4

είναι γνήσια κυρτή, ενώ f ′′(0) = 0.

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πρόταση 9.55. Αν η f είναι κυρτή (κοίλη) και δύο ϕορές παραγωγίσι-
µη στο διάστηµα ∆ τότε είναι f ′′(x) > 0 (f ′′(x) 6 0).

6Προσοχή στο διαχωρισµό των εννοιών, γνήσια κυρτή και απλά κυρτή.
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Σχήµα 9.14: f (x) = x4

Πρόταση 9.56. ΄Εστω f : (a, b)→ R µια παραγωγίσιµη συνάρτηση και
x0 ∈ (a, b) σηµείο καµπής της f . Αν υπάρχει η f ′′(x0), τότε f ′′(x0) = 0.

Ισχυρισµός 9.57. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή αν f ′′(x0) = 0
τότε η συνάρτηση f παρουσιάζει στο x0 σηµείο καµπής.

Αντιπαράδειγµα 9.58. Η συνάρτηση f (x) = x4 είναι γνήσια κυρτή
και παρά το ότι f ′′ (0) = 0, η συνάρτηση στο x = 0 δεν παρουσιάζει
σηµείο καµπής.

Συµπέρασµα 9.59. Η συνθήκη του µηδενισµού της δεύτερης παρα-
γώγου, δεν είναι ικανή αλλά µόνο αναγκαία για την ύπαρξη σηµείου
καµπής στο x0. Αν επιπλέον της συνθήκης f ′′(x0) = 0 έχουµε και ότι
f ′′′(x0) , 0, τότε το x = 0 ϑα είναι σηµείο καµπής της συνάρτησης f .
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Πρόταση 9.60. Αν f : (a, b)→ R µια κυρτή συνάρτηση, τότε η f είναι
συνεχής στο (a, b).

Αντιπαράδειγµα 9.61. Η συνάρτηση7

f (x) =

{
x2, x ∈ (−1,1)
2, x = −1,1

είναι κυρτή στο [−1,1], αλλά όχι συνεχής.

Αντιπαράδειγµα 9.62. Η συνάρτηση8

f (x) =

{
0, x ∈ [0,1)
1, x = 1

είναι κυρτή στο [0,1], αλλά όχι συνεχής.

Συµπέρασµα 9.63. Η αλήθεια της πρότασης εξαρτάται από την α-
ναγκαιότητα της υπόθεσης ότι η κυρτή συνάρτηση ορίζεται σε ανοιχτό
διάστηµα (a, b) και όχι σε κλειστό.

IΥπάρχει συνάρτηση µε άπειρο πλήθος σηµείων καµπής.

Παράδειγµα 9.64. Η συνάρτηση f (x) = sin x έχει f ′′ (x) = − sin x =

0⇒ x = kπ µε k ∈ Z και παρουσιάζει άπειρα (αριθµήσιµο το πλήθος)
σηµεία καµπής.

IΥπάρχει συνάρτηση µε στάσιµο σηµείο στο οποίο δεν παρουσιάζει
ούτε τοπικό ακρότατο ούτε σηµείο καµπής.

7Βλέπε 17, Τόµος IIα, σελ.50-51.
8Βλέπε 21, σελ.87.
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Παράδειγµα 9.65. Η συνάρτηση (ϐλέπε σχήµα 9.15)

f (x) =

{
x2sin

(
1
x

)
, x , 0

0, x = 0
(9.24)

έχει στάσιµο σήµείο στο x = 0 χωρίς να παρουσιάζει ακρότατο σε
αυτό, αφού πλησιάζοντας κοντά στο µηδέν λαµβάνει ϑετικές και αρ-
νητικές τιµές :

f

(
1

2kπ + π
2

)
=

(
1

2kπ + π
2

)2

> 0

και

f

(
1

(2k + 1) π + π
2

)
= −

(
1

(2k + 1) π + π
2

)2

< 0

Επιπλέον
f ′ (x) = 2xsin

1
x
− cos

1
x

και πλησιάζοντας κοντά στο µηδέν λαµβάνει και αυτή ϑετικές και
αρνητικές τιµές :

f ′
(

1
2kπ + π

2

)
=

2
2kπ + π

2

=

{
> 0 αν k > 0
< 0 αν k < 0 k ∈ Z*

ενώ

f ′
(

1
(2k + 1) π + π

2

)
=

−2
(2k + 1) π + π

2

=

{
< 0 αν k > 0
> 0 αν k < 0 k ∈ Z*

οπότε για k > 0 έχουµε f ′ > 0 και f ′ < 0 για µεγάλες τιµές του
k. Οµοίως και για k < 0. ΄Ετσι δεν υπάρχει διάστηµα κοντά στο
µηδέν όπου η f ′ να διατηρεί σταθερο πρόσηµο. Οπότε η f δεν είναι
µονότονη κοντά στο µηδέν και άρα δεν παρουσιάζει ακρότατο σε αυτό.
Επίσης, είναι

f ′′(x) = 2 sin
1
x
−

2
x

cos
1
x
−

1
x2 sin

1
x
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και επιλέγοντας

x1 =
1

2kπ

x2 =
1

2kπ + π

µε k ∈ Z∗, k > 0 και αρκετά µεγάλο (αντίστοιχα k < 0 και αρκετά
µικρό), έχουµε

f ′′(x1) = −
1
kπ

< 0 (> 0)

f ′′(x2) =
2

2kπ + π
> 0 (< 0)

∆ηλαδή πλησιάζοντας απείρως κοντά στο µηδέν, δεν υπάρχει περιοχή
του µηδενός στην οποία η συνάρτηση να είναι κυρτή ή κοίλη, και
εποµένως το µηδέν δεν είναι σηµείο καµπής αυτής.

Σχήµα 9.15:

Παρατήρηση 9.66. Ο άξονας x ′x που είναι η εφαπτοµένη της στο
µηδέν, τέµνει τη γραφική παράσταση σε άπειρα (αριθµήσιµο το πλήθος)
σηµεία, της µορφής 1

kπ .
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Πρόταση 9.67. Αν

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0

και f (n)(x0) , 0 τότε στο σηµείο x0 η f (x) έχει :

1. ακρότατη τιµή αν ο n άρτιος

µέγιστο αν f (n)(x0) < 0

ελάχιστο αν f (n)(x0) > 0

2. σηµείο καµπής αν ο n περιττός.

IΥπάρχει συνάρτηση στην οποία δε µπορεί να εφαρµοστεί η προη-
γούµενη πρόταση.

Παράδειγµα 9.68 (Συνάρτηση Cauchy). 9 Η συνάρτηση

f (x) =

{
e−

1
x2 , x , 0

0, x = 0
(9.25)

παρουσιάζει ελάχιστη τιµή στο x = 0 ίση µε f (0) = 0. (ϐλέπε
σχήµα 9.16) ΄Οµως για κάθε n ∈ N είναι f (n)(0) = 0, οπότε το α-
κρότατο δε µπορεί να προσδιοριστεί µε τη ϐοήθεια των παραγώγων
της f (x) από την προηγούµενη πρόταση. Ο µηδενισµός όλων των
παραγώγων στη ϑέση x = 0 έχει ως συνέπεια στο γράφηµα της f (x),
η καµπύλη στην περιοχή του µηδενός να προσεγγίζει εξαιρετικά την
ευθεία y = 0.

Παράδειγµα 9.69. Η συνάρτηση

f (x) =


e−

1
x2 , x > 0

0, x = 0
−e−

1
x2 , x < 0

(9.26)
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Σχήµα 9.16: Συνάρτηση Cauchy

Σχήµα 9.17: Παραλλαγή της συνάρτησης Cauchy
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παρουσιάζει σηµείο καµπής στο x = 0. (ϐλέπε σχήµα 9.17) ΄Οµως
για κάθε n ∈ N είναι f (n)(0) = 0, οπότε το σηµείο καµπής δε µπορεί
να προσδιοριστεί µε τη ϐοήθεια των παραγώγων της f (x) από την
προηγούµενη πρόταση.

I(ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ)

Αν υπάρχει το lim
x→+∞

f (x)
x

= λ ∈ R, δε σηµαίνει απαραίτητα πως υπάρ-

χει και πλάγια (ή οριζόντια αν λ = 0) ασύµπτωτη.

Παράδειγµα 9.70. Η συνάρτηση

f (x) = x + sin x µε x ∈ R (9.27)

έχει

λ = lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

x + sin x
x

= 1 + lim
x→+∞

sin x
x

= 1 + 0
= 1

και

� = lim
x→+∞

(f (x) − λx)

= lim
x→+∞

(x + sin x − x)

= lim
x→+∞

sin x

το οποίο δεν υπάρχει, διότι αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες

an = 2nπ → +∞, bn = 2nπ +
π

2
→ +∞ µε n ∈ N

έχουµε sinan = sin (2nπ) = 0 και sin bn = sin
(
2nπ + π

2

)
= 1, και

είναι διαφορετικά.
9Βλέπε 4, σελ.184, και 11, σελ.166.

168



Σχήµα 9.18: f (x) = x + sin x

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πρόταση 9.71. Μια ευθεία y = λx + � είναι ασύµπτωτη της γραφικής
παράστασης της f , αν και µόνο αν, ισχύει

lim
x→+∞

f (x)
x

= λ ∈ R και lim
x→+∞

(f (x) − λx) = � ∈ R

ή

lim
x→−∞

f (x)
x

= λ ∈ R και lim
x→−∞

(f (x) − λx) = � ∈ R

IΗ έννοια της ασύµπτωτης ευθείας του γραφήµατος µιας συνάρ-
τησης, δεν αποκλείει την τοµή των δύο αυτών γραµµών και µάλιστα
σε άπειρα σηµεία.

Παράδειγµα 9.72. Η συνάρτηση

f (x) =
sin x
x

µε x , 0 (9.28)
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έχει οριζόντια ασύµπτωτη την ευθεία y = 0 (άξονας x ′x) τόσο στο +∞

όσο και στο −∞ αφού είναι

lim
x→+∞

sin x
x

= lim
x→−∞

sin x
x

= 0

Το γράφηµα της συνάρτησης και ο άξονας x ′x έχουν άπειρα κοινά

σηµεία, επειδή η εξίσωση
sin x
x

= 0 έχει άπειρες ϱίζες, τις x = kπ µε
k ∈ Z∗. (αριθµήσιµο το πλήθος των ϱιζών αφού k ∈ Z∗)

Σχήµα 9.19: f (x) = sin x
x

Πρόταση 9.73. (ΚΑΝΟΝΑΣ DE L’HOSPITAL)
Αν

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g (x) = 0 ή ±∞

µε x0 ∈ R ∪ {−∞,+∞} και

lim
x→x0

f ′ (x)
g′ (x)

= ` ∈ R ∪ {−∞,+∞}
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τότε

lim
x→x0

f (x)
g (x)

= `

(µε την προϋπόθεση ότι οι συναρτήσεις και οι παράγωγοί τους ορίζονται
σε περιοχή του x0)

Ισχυρισµός 9.74. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή αν το όριο

lim
x→x0

f ′ (x)
g′ (x)

∆ΕΝ υπάρχει τότε και το όριο

lim
x→x0

f (x)
g (x)

∆ΕΝ υπάρχει.

Αντιπαράδειγµα 9.75. Η συναρτήσεις

f (x) = x2sin
1
x

(9.29)

και

g (x) = tanx (9.30)

έχουν

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

g (x) = 0

οπότε

lim
x→0

f (x)
g (x)

( 0
0 )
= lim

x→0

xsin 1
x

tanx
x

=
0
1

= 0
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΄Οµως

lim
x→0

f ′ (x)
g′ (x)

= lim
x→0

(
x2sin 1

x

)′
(tanx)′

= lim
x→0

2xsin 1
x − cos

1
x

1
cos2x

=

0 − lim
x→0

cos
1
x

1

= − lim
x→0

cos
1
x

το οποίο δεν υπάρχει γιατί αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες

an =
1

2nπ
→ 0, an , 0 ∀n ∈ N

και
bn =

1
2nπ + π

2

→ 0, an , 0 ∀n ∈ N

τότε
cos

1
an

= 1 , 0 = cos
1
bn

Συµπέρασµα 9.76. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Μπορεί το όριο

lim
x→x0

f (x)
g (x)

να υπάρχει ενώ το

lim
x→x0

f ′ (x)
g′ (x)

να µην υπάρχει.

Η µη ύπαρξη του ορίου lim
x→x0

f ′ (x)
g′ (x)

δε σηµαίνει απαραίτητα και τη µη

ύπαρξη του lim
x→x0

f (x)
g (x)

.
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Κεφάλαιο 10

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Πρόταση 10.1. Μια συνάρτηση ϕραγµένη στο [a, b] είναι ολοκλη-
ϱώσιµη κατά Riemann στο [a, b] αν και µόνο αν το κατώτερο ολο-
κλήρωµα Riemann ισούται µε το ανώτερο ολοκλήρωµα Riemann στο
[a, b].

Ισχυρισµός 10.2. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, αν µια συνάρ-
τηση είναι ϕραγµένη στο κλειστό [a, b] τότε είναι και ολοκληρώσιµη
στο [a, b].

Αντιπαράδειγµα 10.3. Η συνάρτηση Dirichlet:

f (x) =

 0,
1,

αν x ∈ R \ Q
αν x ∈ Q

x ∈ [0,1] (10.1)

είναι ϕραγµένη στο [0,1], όµως επειδή σε κάθε διάστηµα υπάρχουν
άπειροι ϱητοί και άρρητοι, έχουµε για µια διαµέριση

D = {0 = x0, x1, . . . , xn = 1}

του [0,1]:

1∫
0

f (x)dx = S (D, f ) =

n∑
i=1

(xi − xi−1) · 1 = 1
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και
1∫

0

f (x)dx = s (D, f ) =

n∑
i=1

(xi − xi−1) · 0 = 0

Οπότε αφού είναι διαφορετικά, η συνάρτηση δεν είναι ολοκληρώσιµη
στο [0,1].

Συµπέρασµα 10.4. Οι ολοκληρώσιµες κατα Riemann συναρτήσεις
είναι απαραίτητα και ϕραγµένες. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει. Με αντι-
ϑετοαντιστροφή έχουµε όµως ένα κριτήριο ΜΗ ολοκληρωσιµότητας :

Αν µια συνάρτηση δεν είναι ϕραγµένη στο διάστηµα [a, b] τότε δεν
είναι και ολοκληρώσιµη σε αυτό.

Παράδειγµα 10.5. Η συνάρτηση

f (x) =

{
1
x cos

(
1
x

)
, x , 0

0, x = 0
(10.2)

δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [0,1] γιατί δεν είναι ϕραγ-
µένη σε καµµία περιοχή του µηδενός, αφού για xn = 1

2πn ∈ [0,1] , n ∈
N είναι f (xn) = 2πn → +∞.

Πρόταση 10.6. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής 1 στο κλειστό διάστη-
µα [a, b], τότε είναι και ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [a, b].

Ισχυρισµός 10.7. Ισχύει και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, αν µια συνάρ-
τηση είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] τότε είναι και συνεχής σε αυτό.

Αντιπαράδειγµα 10.8. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, 0 6 x 6 1

x + 1, 1 < x 6 2 (10.3)
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Σχήµα 10.1: f (x) = 1
x cos

(
1
x

)

Σχήµα 10.2: Συνάρτηση ολοκληρώσιµη αλλά µη συνεχής.
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είναι ολοκληρώσιµη στο [0,2] παρα το ότι δεν είναι συνεχής στο x = 1.
Αυτό συµβαίνει γιατί είναι µονότονη (αύξουσα) στο [0,2]. (Βλέπε την
πρόταση 10.10 στη σελ.176.)

Συµπέρασµα 10.9. Οι συνεχείς συναρτήσεις είναι απαραίτητα και ο-
λοκληρώσιµες κατα Riemann. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει. Με αντιθε-
τοαντιστροφή έχουµε όµως ένα κριτήριο ασυνέχειας :

Αν µια συνάρτηση δεν είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, b] τότε
δεν είναι και συνεχής σε αυτό.

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πρόταση 10.10. Αν η συνάρτηση f είναι µονότονη2 στο κλειστό δι-
άστηµα [a, b], τότε είναι και ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [a, b].

Λήµµα 10.11. Το πλήθος των ασυνεχειών µιας µονότονης συναρτήσης
στο (a, b) είναι το πολύ αριθµήσιµο, και επιπλέον δεν έχει 2ου είδους
(ουσιώδης-µη αιρόµενες) ασυνέχειες.

IΜια συνάρτηση µπορεί να είναι ασυνεχής σε πεπερασµένο πλήθος
σηµεία και όµως να είναι ολοκληρώσιµη.

Παράδειγµα 10.12. Η συνάρτηση

f (x) = [x] µε x ∈ [0, n] n ∈ N (10.4)

είναι αύξουσα και άρα ολοκληρώσιµη. Είναι όµως ασυνεχής σε κάθε
x ∈ N.

ΙΣΧΥΕΙ ΤΟ ΕΞΗΣ :

Πρόταση 10.13. Μια συνάρτηση που είναι

1Κάθε συνάρτηση συνεχής στο κλειστό [a, b] είναι και ϕραγµένη. (Βλέπε πρότα-
ση 8.49 στη σελ.132

2Κάθε µονότονη συνάρτηση f στο κλειστό διάστηµα [a, b] είναι και ϕραγµένη
αφου, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, αν υποθέσουµε ότι η f είναι αύξουσα, τότε
∀x ∈ [a, b] έχουµε f (a) 6 f (x) 6 f (b).
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1. ϕραγµένη στο διάστηµα [a, b]
και

2. συνεχής στο διάστηµα [a, b] εκτός από ένα πεπερασµένο (το πολύ
αριθµήσιµο) πλήθος σηµείων ασυνέχειας αυτού

είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [a, b].

IΥπάρχει ολοκληρώσιµη συνάρτηση, χωρίς αρχική3, µε άπειρο
πλήθος σηµείων ασυνέχειας. Συνάρτηση για την οποία ισχύουν όλα
τα παρακάτω:

1. ϕραγµένη σε κλειστό διάστηµα,

2. µε άπειρο πλήθος σηµείων ασυνέχειας,

3. ολοκληρώσιµη,

4. χωρίς παράγουσα.

Παράδειγµα 10.14. Η συνάρτηση

f (x) =

{
0, x ∈ R \ Q ή x = 0
1
n , x = m

n , m, n ∈ N, (m, n) = 1 x ∈ [0,1] (10.5)

είναι :

1. ϕραγµένη στο [0,1], µε κάτω ϕράγµα το µηδέν και άνω ϕράγµα
το 1/2,

2. συνεχής σε κάθε άρρητο και ασυνεχής σε κάθε ϱητό, δηλα-
δή έχει πεπερασµένο (αριθµήσιµο) πλήθος σηµείων ασυνέχειας
γιατί το πλήθος των ϱητών στο διάστηµα [0,1] είναι πεπερα-
σµένο (αριθµήσιµο). Τα σηµεία αυτά σχηµατίζουν ένα αριθ-
µήσιµο σύνολο µηδενικού µέτρου.

3Παράγουσα ή αρχική ή αντιπαράγωγος της συνάρτησης f στο διάστηµα ∆,
ονοµάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει F ′ (x) =

f (x) ∀x ∈ ∆.
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3. ολοκληρώσιµη στο [0,1]. (Είναι
∫ 1

0 f (x)dx = 0)

4. χωρίς παράγουσα. (Είναι ολοκληρώσιµη στο [0,1] και άρα σε
κάθε υποδιάστηµα. Αν F (x) =

∫ x

0 f (t)dt = 0 για κάθε x ∈
[0,1], οπότε F ′ (x) = 0 = f (x) ∀x ∈ [0,1] που είναι άτοπο.
Συνεπώς F ′ (x) = f (x) στα άρρητα σηµεία, ενώ F ′ (x) , f (x)
στα ϱητά σηµεία.)

IΥπάρχει συνάρτηση που δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann
αλλά έχει αρχική.

Παράδειγµα 10.15. Η συνάρτηση

F (x) =

{
x

4
3sin 1

x , x , 0
0, x = 0

(10.6)

είναι αρχική στο R της συνάρτησης

f (x) =

{
4
3x

1
3sin 1

x − x
− 2

3 cos1
x , x , 0

0, x = 0
(10.7)

αφού είναι F ′ (x) = f (x) ∀x ∈ R.
(Στο x = 0 έχουµε

F ′ (0) = lim
x→0

x
4
3sin 1

x − 0
x − 0

= lim
x→0

x
1
3sin

1
x

= 0

γιατί
∣∣∣x 1

3sin 1
x

∣∣∣ 6 ∣∣∣x 1
3
∣∣∣ και είναι lim

x→0
x

1
3 = 0)

΄Οµως η f δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [0,1] γιατι δεν
είναι ϕραγµένη σε καµµία περιοχή του µηδενός, αφού για xn = 1

2πn ∈

[0,1] είναι f (xn) = − (2πn)
2
3 → −∞.

IΥπάρχει συνάρτηση που δεν είναι πουθενά ολοκληρώσιµη.
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Παράδειγµα 10.16. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, x ∈ Q
0, x ∈ R \ Q

(10.8)

έχει ασυνέχειες 2ου είδους σε όλα τα σηµεία (το πλήθος των σηµείων
ασυνέχειας είναι υπεραριθµίσηµο) εκτός από το µηδέν στο οποίο είναι
συνεχής. Εποµένως δεν είναι ολοκληρώσιµη σε κανένα διάστηµα
[a, b] ⊆ R γιατί είναι συνεχής σε ένα µόνο σηµείο.4

IΥπάρχουν συναρτήσεις που δεν έχουν αρχική σε κάποιο διάστη-
µα ∆ στο οποίο ορίζονται.

Παράδειγµα 10.17. Η συνάρτηση

f (x) =

{
1, x > 0
2, x < 0 (10.9)

έστω ότι έχει αρχική συνάρτηση, την

F (x) =

{
x + c1, x > 0
2x + c2, x < 0

΄Οµως η F αφού είναι παραγωγίσιµη, πρέπει να είναι και συνεχής,
δηλαδή πρέπει

F (0) = lim
x→0+

(x + c1) = c1 = lim
x→0−

(2x + c2) = c2 = c

΄Αρα

F (x) =

{
x + c, x > 0
2x + c, x < 0

4 Αν f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη στο [a, b], τότε το σύνολο των σηµείων συ-
νέχειας της f είναι πυκνό στο [a, b].

΄Αρα µε αντιθετοαντιστροφή:
Αν το σύνολο των σηµείων συνέχειας της f : [a, b] → R ∆ΕΝ είναι πυκνό στο

[a, b], τότε η f ∆Ε µπορεί να είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].
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και έχουµε για x > 0 F ′ (x) = 1 ενώ για x < 0 F ′ (x) = 2.
Στο x = 0 έχουµε

lim
x→0+

F (x) − F (0)
x − 0

= lim
x→0+

x + c − c

x
= 1

και
lim
x→0−

F (x) − F (0)
x − 0

= lim
x→0−

2x + c − c

x
= 2

Βλέπουµε ότι τα δύο όρια δεν είναι ίσα, οπότε η F ′ (x) δεν ορίζεται
στο µηδέν. Αλλά F ′ (x) = f (x) ∀x ∈ R. ΄Ατοπο, εποµένως δεν υπάρχει
αρχική συνάρτηση για την f (x).

Παρατήρηση 10.18. Υπάρχει ϐαθύτερη αιτία που η f δεν έχει αρχική.
Αν υπήρχε η αρχική F της f , π.χ. στο διάστηµα ∆ = [−1,1], τότε από
το ϑεώρηµα Darboux5 η f ϑα λάµβανε κάθε τιµή µεταξύ των f (1) = 1
και f (−1) = 2, το οποίο όµως δεν ισχύει γιατί δεν υπάρχει ξ ∈ (−1,1)
τέτοιο ώστε f (ξ ) = 3

2 .
Γενικότερα, µια συνάρτηση που δεν έχει σε ένα διάστηµα ∆ την

ιδιότητα των ενδιάµεσων τιµών (δηλαδή το f (∆) δεν είναι διάστηµα)
δεν έχει παράγουσα στο ∆.

Παράδειγµα 10.19. Η συνάρτηση

f (x) =

{
0, x , 0
1, x = 0 (10.10)

δεν έχει παράγουσα στο R. ΄Εστω ότι έχει παράγουσα, την

F (x) =

{
c1, x , 0
c2, x = 0

τότε ϑα πρέπει να είναι συνεχής στο µηδέν, οπότε

F (0) = lim
x→0

F (x)⇒ c1 = c2 = c

5Θεώρηµα Darboux: ΄Εστω ότι η f : [a, b] → R είναι συνεχής και παραγωγίσι-
µη στο [a, b]. Τότε για κάθε λ που ανήκει στο (f ′ (a) , f ′ (b)) ή στο (f ′ (b) , f ′ (a))
υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′ (ξ ) = λ.
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και άρα
F (x) = c ∀x ∈ R

Επίσης
F ′ (x) = 0 ∀x ∈ R

΄Οµως
f (0) = 1 , 0 = F ′ (0)

που είναι άτοπο.

Παράδειγµα 10.20. Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, 0 6 x 6 1

x + 1, 1 < x 6 2 (10.11)

1. δεν είναι συνεχής στο x = 1

2. είναι ολοκληρώσιµη στο [0,2] αφού είναι µονότονη (αύξουσα)

3. δεν έχει παράγουσα γιατί δεν έχει την ιδιότητα των ενδιάµεσων
τιµών στο [0,2]

Πρόταση 10.21. (ΥΠΑΡΞΗ ΑΡΧΙΚΗΣ ΜΙΑΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗ-
ΣΗΣ)

Για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x) στο [a, b], υπάρχει συ-
νάρτηση F (x) τέτοια ώστε F ′ (x) = f (x) σε κάθε σηµείο x ∈ [a, b] όπου
η f (x) είναι συνεχής, και είναι F (x) =

∫ x

a
f (t)dt x ∈ [a, b].

IΜια ολοκληρώσιµη συνάρτηση f (x) µε ασυνέχειες, µπορεί να
µην έχει παράγουσα (όπως είδαµε σε προηγούµενα παραδείγµατα),
µπορεί όµως σε µερικές περιπτώσεις και να έχει.

Παράδειγµα 10.22. Η συνεχής συνάρτηση

F (x) =

{
x2sin 1

x , x , 0
0, x = 0 (10.12)
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είναι παράγουσα της

f (x) =

{
2xsin 1

x − cos
1
x , x , 0

0, x = 0 (10.13)

που είναι ασυνεχής στο µηδέν, αφού το

lim
x→0

(
2xsin

1
x
− cos

1
x

)
δεν υπάρχει. Η f (x) είναι και ϕραγµένη στο [−1,1] οπότε είναι και
ολοκληρώσιµη6 µε∫ 1

−1
f (x)dx = F (1) − F (−1) = 2sin1

Παρατήρηση 10.23. Μία ολοκληρώσιµη αλλά ασυνεχής συνάρτη-
ση µπορεί να έχει αρχική επειδή υπάρχουν συναρτήσεις µε ασυνεχή
παράγωγο.

IΟποιαδήποτε παράγουσα µιας συνάρτησης f (x) ∆Ε γράφεται ο-
πωσδήποτε στη µορφή ∫ x

a
f (t)dt.

Παράδειγµα 10.24. Η αρχική συνάρτηση F (x) = x2 + 1 της f (x) =

2x ∆Ε γράφεται στην παραπάνω µορφή, γιατί αφού∫ x

a
f (t)dt =

∫ x

a
2tdt =

[
t2

]x
a

= x2 − a2

ϑα είχαµε

F (x) =

∫ x

a
f (t)dt ⇒ x2 + 1 = x2 − a2 ⇒ a2 = −1

΄Ατοπο, δεν υπάρχει a ∈ R ώστε F (x) =
∫ x

a
f (t)dt = x2 + 1.

6Αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής εκτός από ένα σηµείο
x0 ∈ (a, b) τότε είναι ολοκληρώσιµη. (Βλέπε την πρόταση 10.13 στη σελ.176)
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I΄Εστω συνάρτηση

f (x) =

{
f1 (x) , x ∈ [a, b]
f2 (x) , x ∈ (b, c]

και F1 (x) , F (x) παράγουσες των f1 (x) , f2 (x) αντίστοιχα.
∆ε σηµαίνει απαραίτητα ότι η συνάρτηση

F (x) =

{
F1 (x) , x ∈ [a, b]
F2 (x) , x ∈ (b, c]

είναι παράγουσα της f (x) στο [a, c].

Παράδειγµα 10.25. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =

{
lnx, x > 1
x − 1, x 6 1 (10.14)

η οποία είναι συνεχής στο R. Μια αρχική της (x − 1) είναι η
(
x2

2 − x
)
,

και µια αρχική της (lnx) είναι η (xlnx − x).
΄Οµως η συνάρτηση

F (x) =

{
xlnx − x, x > 1
x2

2 − x, x 6 1
(10.15)

δεν είναι συνεχής στο x = 1 γιατί lim
x→1+

f (x) = −1 , −
1
2

= lim
x→1−

f (x)
και άρα ούτε παραγωγίσιµη =⇒ ούτε και αρχική της f (x).
Για να µην συµβαίνει αυτό πρέπει η F (x) να είναι συνεχής. Το σύνολο
των αρχικών συναρτήσεων των (lnx) και (x − 1), είναι (xlnx − x + c1)
και

(
x2

2 − x + c2

)
αντίστοιχα. Για να είναι η F (x) να είναι συνεχής

πρέπει

lim
x→1+

(xlnx − x + c1) = lim
x→1−

(
x2

2
− x + c2

)
⇒

−1 + c1 = −
1
2

+ c2 ⇒
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c1 =
1
2

+ c2

Από την αρχή ϑα µπορούσαµε να γράψουµε µια αρχική

F (x) =

∫ x

1
f (t)dt =


∫ x

1
(tlnt − t)dt, x > 1∫ x

1

(
t2

2 − t
)
dt, x 6 1

(10.16)

από όπου έχουµε

F (x) =

{
xlnx − x + 1, x > 1
x2

2 − x + 1
2 , x 6 1

(10.17)

το οποίο προκύπτει και για c1 = 1⇒ c2 = 1
2 .

Το σύνολο όλων των αρχικών της f (x) είναι∫
f (t)dt =

{
xlnx − x + 1

2 + c, x > 1
x2

2 − x + c, x 6 1
c ∈ R (10.18)

Πρόταση 10.26. ΄Εστω διάστηµα ∆ και συναρτήσεις f , F1, F2 : ∆ →

R. Αν η F2 −F1 είναι σταθερή συνάρτηση στο ∆ και η µία από τις F1, F2

είναι αρχική της f στο ∆, τότε και η άλλη είναι αρχική της f στο ∆.
Αντιστρόφως, αν οι F1, F2 είναι αρχικές της f στο ∆, τότε η F2 − F1

είναι σταθερή συνάρτηση στο ∆.

Ισχυρισµός 10.27. Αν ισχύει F ′ (x) = G′ (x) τότε F (x) = G (x) + c
όπου c ∈ R µια σταθερά.

Αντιπαράδειγµα 10.28. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

F (x) =

{
ln|x | + 2, x > 0
ln|x | + 1, x < 0 (10.19)

και

G (x) =

{
ln|x | + 1, x > 0
ln|x | + 2, x < 0 (10.20)
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Ισχύει F ′ (x) = 1
x ∀x ∈ R* και G′ (x) = 1

x ∀x ∈ R*, οπότε F ′ (x) =

G′ (x) ∀x ∈ R*.
΄Οµως δεν υπάρχει σταθερά c ∈ R τέτοια ώστε F (x) = G (x) + c

γιατί

αν x > 0, ln|x | + 2 = ln|x | + 1 + c
αν x < 0, ln|x | + 1 = ln|x | + 2 + c

}
=⇒


c = 1
και

c = −1

που είναι άτοπο.

Παρατήρηση 10.29. Για το
∫

1
xdx = ln|x | + c έχουµε x ∈ (−∞,0) ή

x ∈ (0,+∞) και ΄ΟΧΙ ΣΤΗΝ ΄ΕΝΩΣΗ (−∞,0)∪ (0,+∞), ενώ οι αρχικές
συναρτήσεις της 1

x στην ένωση (−∞,0) ∪ (0,+∞), είναι οι συναρτήσεις

F (x) =

{
ln|x | + c1, x > 0
ln|x | + c2, x < 0

Αντιπαράδειγµα 10.30. Για τις συναρτήσεις F (x) = x3, x ∈ [0,1]∪

[2,3] και G (x) =

{
x3 + 1, x ∈ [0,1]
x3 − 1, x ∈ [2,3] ισχύει ότι F ′ (x) = G′ (x) =

3x2 για κάθε x ∈ [0,1]∪ [2,3]. ΄Οµως η διαφορά τους F −G δεν είναι
σταθερά.

Συµπέρασµα 10.31. Αν ισχύει F ′ (x) = G′ (x) και το x ανήκει σε
ένωση διαστηµάτων, τότε δε σηµαίνει απαραίτητα πως οι συναρτήσεις
F (x) , G (x) διαφέρουν πάντα κατά µια σταθερά c. (∆ηλαδή F (x) =

G (x) + c)
Η έννοια της αρχικής αναφέρεται πάντα σε διάστηµα και όχι σε

ένωση διαστηµάτων.

Πρόταση 10.32. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.
Τότε οι συναρτήσεις

1. f + g
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2. f · g

3. f 2

4. | f |

είναι ολοκληρώσιµες.

Ισχυρισµός 10.33. Ισχύει και το αντίστροφο.
∆ηλαδή αν f + g, f · g, f 2, | f | είναι ολοκληρώσιµες, τότε και οι

συναρτήσεις f, g είναι ολοκληρώσιµες.

Αντιπαράδειγµα 10.34. ΄Εστω συνάρτηση f : [0,1]→ R µε

f (x) =

{
1, x ∈ Q
−1, x ∈ R \ Q

(10.21)

Οι συναρτήσεις f (x) και g (x) = −f (x) ∆ΕΝ είναι ολοκληρώσιµες,
ενώ οι συναρτήσεις f + g = 0, f · g = −1, f 2 = 1, | f |= 1 είναι
ολοκληρώσιµες.

Συµπέρασµα 10.35. Το αντίστροφο ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ.
∆ηλαδή αν f + g, f · g, f 2, | f | είναι ολοκληρώσιµες, δε σηµαίνει

απαραίτητα ότι και οι συναρτήσεις f, g είναι ολοκληρώσιµες.

Πρόταση 10.36. (ΣΥΝΘΕΣΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ)
΄Εστω f : [a, b] → [c, d] ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [a, b] και

g : [c, d] → R συνεχής στο [c, d]. Τότε η σύνθεση g ◦ f : [a, b] → R
είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Ισχυρισµός 10.37. Η σύνθεση ολοκληρώσιµων συναρτήσεων είναι
ολοκληρώσιµη συνάρτηση.
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Αντιπαράδειγµα 10.38. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0,1] → [0,1] µε
τύπο

f (x) =

{ 1
n , x ∈ An για κάποιο n ∈ N
0, x ∈ [0,1] και x < An, ∀n ∈ N

(10.22)

όπου
An =

{2k − 1
2n

| k ∈ N, 1 6 k 6 2n−1
}
∀n ∈ N

δηλαδή

A1 =

{1
2

}
, A2 =

{1
4
,
3
4

}
, A3 =

{1
8
,
3
8
,
5
8
,
7
8

}
, . . .

Ισχύει επίσης ότι

An ⊆ [0,1] ∀n ∈ N και Am ∩ An = ∅ ∀m, n ∈ N µε m , n

και ότι το σύνολο ∪+∞
n=1An = {A1, A2, A3, . . .} είναι πυκνό στο διάστηµα

[0,1].
Επιπλέον ϑεωρούµε και τη συνάρτηση g : [0,1]→ R

g (x) =

{
1, x ∈ (0,1]
0, x = 0 (10.23)

Μπορούµε τώρα να δούµε ότι οι 2 συναρτήσεις είναι ολοκληρώσι-
µες και είναι

∫ 1

0 f (x)dx = 0 και
∫ 1

0 g (x)dx = 1.
Η σύνθεση όµως g ◦ f που όριζεται στο [0,1] και έχει τύπο

(g ◦ f ) (x) =

{
1, x ∈ An για κάποιο n ∈ N
0, x ∈ [0,1] και x < An, ∀n ∈ N

(10.24)

δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [0,1].

Συµπέρασµα 10.39. Η κλάση των συνεχών συναρτήσεων περιέχει
την κλάση των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων, οπότε η υπόθεση ότι η
συνάρτηση g είναι συνεχής δε µπορεί να αντικατασταθεί από την α-
σθενέστερη υπόθεση ότι η g είναι ολοκληρώσιµη. ΄Αρα: Η σύνθεση
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µπορεί και να µην είναι ολοκληρώσι-
µη συνάρτηση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

IΕνώ ισχύει ότι
∫
f (x)+g(x)dx =

∫
f (x)dx+

∫
g(x)dx, ∆ΕΝ ισχύει

γενικά ότι
∫
f (x) · g(x)dx =

∫
f (x)dx ·

∫
g(x)dx.

Παράδειγµα 10.40. ΄Εστω οι συναρτήσεις f (x) = x και g(x) = x + 1.
Τότε ∫

f (x) · g(x)dx =

∫
x2 + xdx =

x3

3
+
x2

2
+ c

ενώ ∫
f (x)dx ·

∫
g(x)dx =(

x2

2
+ c1

)
·

(
x2

2
+ x + c2

)
=

x4

4
+
x3

2
+ c

Συµπέρασµα 10.41. Το ολοκλήρωµα γινοµένου συναρτήσεων δεν ι-
σούται µε το γινόµενο των ολοκληρωµάτων τους :∫

f (x) · g(x)dx ,
∫
f (x)dx ·

∫
g(x)dx

IΟι ανισωτικές σχέσεις ∆ΕΝ ολοκληρώνονται.

Παράδειγµα 10.42. ΄Εστω η ανίσωση

x < x + 1 µε x ∈ R

ολοκληρώνουµε κατά µέλη και έχουµε∫
xdx <

∫
(x + 1)dx ⇒

x2

2
+ c1 <

x2

2
+ x + c2 ⇒

c1 − c2 < x

και ϐλέπουµε ότι καταλήγουµε σε µια ανίσωση που δεν ισχύει για
όλα τα x ∈ R αλλά µόνο για τα x > c1 − c2.
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Κεφάλαιο 11

∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Πρόταση 11.1. Αν ~a = ~0 ή ~b = ~0 τότε ~a · ~b = 0.

Ισχυρισµός 11.2. Αν ~a · ~b = 0 τότε ~a = ~0 ή ~b = ~0.

Αντιπαράδειγµα 11.3. Αν ~a ⊥ ~b τότε ~a · ~b = |~a||~b|cos90◦ = 0

Γενικά ισχύει η επόµενη πρόταση:

Πρόταση 11.4. 1

~a · ~b = 0⇔ ~a ⊥ ~b

Πρόταση 11.5. Αν ~a = ~b τότε ~a ·~c = ~b ·~c για κάθε διάνυσµα ~c.

Ισχυρισµός 11.6. Αν ~a ·~c = ~b ·~c µε ~c , ~0 τότε ~a = ~b.

Αντιπαράδειγµα 11.7. ΄Εστω ~a = (1,0), ~b = (0,1) και~c = (1,1) , ~0.
Τότε είναι ~a ·~c = ~b ·~c = 1. ΄Οµως ~a , ~b.

Συµπέρασµα 11.8. ΄Αρα ϐλέπουµε ότι ο νόµος της διαγραφής ως προς
την πράξη του πολλαπλασιασµού ∆ΕΝ ισχύει στα διανύσµατα.

1Αν είναι ~a = ~0 ή ~b = ~0, τότε και αυτή η περίπτωση περιλαµβάνεται στην
πρόταση, αφού τα µηδενικά διανύσµατα µπορούν να ϑεωρηθούν ως κάθετα σε
κάθε άλλο διάνυσµα και επιπλέον κάθετα και µεταξύ τους.

189



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Ισχύει όµως το εξής :

Πρόταση 11.9.
~a ·~c = ~b ·~c ⇔ (~a − ~b) ⊥ ~c

Απόδειξη.

~a ·~c = ~b ·~c ⇔

~a ·~c − ~b ·~c = 0⇔
(~a − ~b) ·~c = 0⇔

(~a − ~b) ⊥ ~c

�

Ισχυρισµός 11.10.
~a · (~b ·~c) = (~a · ~b) ·~c

Αντιπαράδειγµα 11.11. ΄Εστω ~a = (1,0), ~b = (0,1) και ~c = (1,1).
Τότε είναι ~a · (~b ·~c) = ~a · 1 = (1,0) ενώ (~a · ~b) ·~c = 0 ·~c = (0,0) = ~0

΄Αρα ϐλέπουµε ότι ούτε ο προσεταιριστικός νόµος ως προς την
πράξη του πολλαπλασιασµού ισχύει στα διανύσµατα. Γενικά δηλαδή
ισχύει :

~a · (~b ·~c) , (~a · ~b) ·~c

Ισχυρισµός 11.12. Ισχύει ότι |~a · ~b| = |~a| · |~b|

Αντιπαράδειγµα 11.13. Αν ~a = (0,1) και ~b = (1,1) τότε έχουµε

~a · ~b = |~a| · |~b| · cos
π

4
= 1 ·

√
2 ·
√

2
2

= 1

οπότε |~a · ~b| = |1| = 1, ενώ

|~a| · |~b| = 1 ·
√

2 =
√

2
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Γενικά ισχύει

Πρόταση 11.14. |~a · ~b| 6 |~a| · |~b|

Απόδειξη. Είναι

~a · ~b = |~a| · |~b| · cos θ 6 |~a| · |~b|

οπότε
|~a · ~b| 6

∣∣∣|~a| · |~b|∣∣∣ = |~a| · |~b|

Η ισότητα ισχύει µόνο όταν cos θ = 1 ⇒ θ = 0, δηλαδή όταν τα
διανύσµατα ~a, ~b είναι συγγραµµικά. �

Ισχυρισµός 11.15. Ισχύει ότι (~a · ~b)2 = (~a)2 · (~b)2

Αντιπαράδειγµα 11.16. Αν ~a = (0,1) και ~b = (1,1) τότε έχουµε

~a · ~b = 0 · 1 + 1 · 1 = 1

οπότε (~a · ~b)2 = 12 = 1, ενώ

(~a)2 · (~b)2 = (0 · 0 + 1 · 1) · (1 · 1 + 1 · 1) = 1 · 2 = 2

Γενικά ισχύει η εξής πρόταση:

Πρόταση 11.17. (~a · ~b)2 6 (~a)2 · (~b)2

Απόδειξη. Είναι

~a · ~b)2 =(
|~a| · |~b| · cos θ

)2
=

|~a|2 · |~b|2 · (cos θ)2 6

|~a|2 · |~b|2 · 1 =

(~a)2 · (~b)2

Η ισότητα ισχύει µόνο όταν cos θ = 1 ⇒ θ = 0, δηλαδή όταν τα
διανύσµατα ~a, ~b είναι συγγραµµικά. �
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Ισχυρισµός 11.18. Ισχύει (~a)n = |~a|n για κάθε n ∈ N µε n > 1.

Αντιπαράδειγµα 11.19. ΄Εστω ~a = (1,1). Τότε έχουµε

(~a)2 = (1 · 1 + 1 · 1) = 2

και
|~a|2 =

(√
12 + 12

)2
=

(√
2
)2

= 2

∆ηλαδή (~a)2 = |~a|2.
΄Οµως

(~a)3 = (~a)2 · ~a = 2 · ~a = (2,2)

ενώ
|~a|3 =

(√
12 + 12

)3
=

(√
2
)3

= 2
√

2

οπότε (~a)3 , |~a|3.

Το σωστό δίνεται από την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 11.20. Ισχύει (~a)n = |~a|n για κάθε n ∈ N µε n άρτιο. Αν n
περιττός, τότε (~a)n = |~a|(n−1) · ~a

Απόδειξη. ΄Εστω ~a = (x, y). ΄Εχουµε

(~a)2 = (x · x + y · y) = x2 + y2

και
|~a|2 =

( √
x2 + y2

)2
= x2 + y2

δηλαδή
(~a)2 = |~a|2
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Αν n άρτιος, τότε n = 2k, k ∈ N. ΄Αρα

(~a)n = (~a)2k

=
(
(~a)2

)k
=

(
|~a|2

)k
= |~a|2k

= |~a|n

Αν n περιττός, τότε n = 2k + 1, k ∈ N. ΄Αρα

(~a)n = (~a)2k+1

= (~a)2k · ~a

= |~a|n−1 · ~a

�

Ισχυρισµός 11.21. Ισχύουν και για τα διανύσµατα οι γνωστές ταυ-
τότητες της άλγεβρας.

Αντιπαράδειγµα 11.22. Η ταυτότητα a3 − b3 = (a − b)(a2 +ab+ b2)
δεν ισχύει για τα διανύσµατα ~a = (1,1) και ~b = (0,1).
Είναι

(~a)3 = |~a|2 · ~a = 2(1,1) = (2,2)

και
(~b)3 = |~b|2 · ~b = 1(0,1) = (0,1)

οπότε έχουµε

(~a)3 − (~b)3 = (2,2) − (0,1) = (2,1)

ενώ

(~a − ~b)
(
(~a)2 + ~a~b + (~b)2

)
=

(1,0)(2 + 1 + 1) =

(4,0)

193



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

Συµπέρασµα 11.23. ∆εν ισχύουν για τα διανύσµατα ταυτότητες πε-
ϱιττών δυνάµεων, παρά µόνο άρτιων δυνάµεων, όπως

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

a2 − b2 = (a − b)(a + b)
a4 − b4 = (a − b)(a3 + a2b + ab2 + b3)

Αυτό συµβαίνει γιατι στις ταυτότητες περιττών δυνάµεων, όπως του
προηγούµενου αντιπαραδείγµατος, έχουµε ισότητες διανύσµάτων. ΄Ο-
µως οι γνωστές ταυτότητες είναι ισότητες αριθµών και έχουν ισχύ µόνο
για αυτούς.

Ισχυρισµός 11.24. Αν (~a)2 = (~b)2 τότε ~a = ~b.

Αντιπαράδειγµα 11.25. ΄Εστω ~a = (1,2) και ~b = (2,1). ΄Εχουµε
τότε, (~a)2 = (~b)2 = 5 ενώ προφανώς είναι ~a , ~b.

Παρατήρηση 11.26. Επειδή (~a)2 = (~b)2 ⇒ (~a)2 − (~b)2 = 0 και ισχύει
η ταυτότητα

(~a)2 − (~b)2 = (~a − ~b)(~a + ~b)

έχουµε
(~a − ~b)(~a + ~b) = 0

οπότε
(~a − ~b) ⊥ (~a + ~b) = 0

που για τα διανύσµατα ~a = (1,2) και ~b = (2,1) αληθεύει.

Ισχύει το εξής :

Συµπέρασµα 11.27. (~a)2 = (~b)2 ⇒ (~a − ~b) ⊥ (~a + ~b) = 0
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Κεφάλαιο 12

ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Ισχυρισµός 12.1. Αν z ανήκει στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών,
και a, b είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε :

1. z2 > 0 για κάθε z ∈ R.

2. αν a < b ⇒ ai < bi.

Αντιπαράδειγµα 12.2.

1. Αν z = 2i τότε z2 = (2ι)2 = −4 < 0.

2. Αν a = 2 < 3 = b τότε δεν ισχύει ότι 2i < 3i, γιατί αν αυτό είναι
αληθές, έχουµε (2i)2 < (3i)2 ⇒ −4 < −9, άτοπο.

Συµπέρασµα 12.3. Η διάταξη ∆ΕΝ ισχύει στο σύνολοC των µιγαδικών
αριθµών. ΄Ετσι ένας µιγαδικός αριθµός ∆Ε µπορεί να χαραχτηριστεί
σαν ϑετικός ή αρνητικός (δεν ισχύει η ιδιότητα της τριχοτοµίας), και
επίσης ∆Ε µπορεί να γίνει σύγκριση µεταξύ δύο µιγαδικών αριθµών.

Πρόταση 12.4. Αν z = w, όπου z,w ανήκουν στο σύνολο C των
µιγαδικών αριθµών, τότε |z| = |w|.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

Ισχυρισµός 12.5. Αν |z| = |w|, όπου z,w ανήκουν στο σύνολο C των
µιγαδικών αριθµών, τότε z = w.

Αντιπαράδειγµα 12.6. Αν z = 1 + 2i και w = 2 + i οπότε z , w, τότε
|z| = |w| =

√
5.

Συµπέρασµα 12.7. ΄Οπως και στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών,
έτσι και στο σύνολο των µιγαδικών αριθµών, η ισότητα των µέτρων δε
συνεπάγεται και ισότητα αριθµών. Στο µεν R σε κάθε µέτρο (απόλυτη
τιµή) αντιστοιχούν 2 µόνο αριθµοί, στο δε C, σε κάθε µέτρο αντιστοι-
χούν απειροι αριθµοί. Και αυτό γιατί ενώ στην ευθεία των πραγµατι-
κών αριθµών, 2 µόνο σηµεία κάθε ϕορά απέχουν εξίσου από το µηδέν
(|x | = a ⇒ x = a ή x = −a), στο επίπεδο των µιγαδικών αριθµών, τα
άπειρα σηµεία ενός κύκλου απέχουν εξίσου από την αρχή των αξόνων
(|x + yi | = a ⇒ x2 + y2 = a2).

Ισχυρισµός 12.8. Η εξίσωση z2 + w2 = 0, όπου z,w ανήκουν στο
σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, είναι αδύνατη.

Αντιπαράδειγµα 12.9. Αν z = 1 καιw = i έχουµε z2 +w2 = 12 + i2 =

1 + (−1) = 0.

Συµπέρασµα 12.10. ΄Οπως είδαµε και προηγούµενα, το τετράγωνο
µιγαδικού αριθµού δεν είναι πάντα ϑετικό. Μπορεί να είναι και αρνη-
τικό, οπότε άθροισµα ετερόσηµων είναι δυνατό να ισούται µε µηδέν.

Γενικά η λύση της εξίσωσης z2 +w2 = 0 στο σύνολο C των µιγαδι-
κών αριθµών είναι :

Απόδειξη. Αν z = x + yi, w = a + bi, µε x, y, a, b ∈ R, τότε

z2 +w2 = 0⇔ (12.1)
(x + yi)2 + (a + bi)2 = 0⇔ (12.2)

(x2 − y2 + a2 − b2) + 2(xy + ab)i = 0⇔ (12.3)
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⇔

{
και

x2 − y2 + a2 − b2 = 0 (12.4)
xy + ab = 0 (12.5)

Επίσης
z2 +w2 = 0⇔

z2 = −w2 ⇒ 1

|z2| = | −w2| ⇔

|z|2 = |w|2 ⇔

zz = ww ⇔

x2 + y2 = a2 + b2 (12.6)

΄Ετσι, προσθέτοντας κατά µέλη τις εξισώσεις (12.4) και (12.6) έχουµε

⇒ 2x2 = 2b2 ⇔ x2 = b2 ⇔ |x | = |b|

και µέσω της (12.6) έχουµε επιπλέον

|a| = |y|

΄Αρα, από την (12.5)

• αν x = b ⇒ by + ab = 0⇒ a = −y, δηλαδή

z = x + yi και w = −y + xi

οπότε
z = iw

• αν x = −b ⇒ −by + ab = 0⇒ a = y, δηλαδή

z = x + yi και w = y − xi

οπότε
z = −iw

1Εδώ ∆ΕΝ έχει µπεί το σύµβολο της ισοδυναµίας γιατί ∆ΕΝ ισχύει το αντίστροφο,
ϐλέπε αντιπαράδειγµα 12.6 στη σελ.196.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12. ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

�

Ισχυρισµός 12.11. Η παράσταση z2 + w2, όπου z,w ανήκουν στο
σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, ∆ΕΝ παραγοντοποιείται.

Αντιπαράδειγµα 12.12. Είναι

z2 +w2 = z2 − (iw)2 = (z − iw)(z + iw)

Συµπέρασµα 12.13. ∆εν πρέπει να συγχέουµε την παράσταση x2 +y2

που είναι ϑετική για κάθε x, y ∈ R, οπότε δεν έχει ϱίζες στο R και άρα
δεν παραγοντοποιείται, µε την παράσταση z2 +w2 που έχει 2 ϱίζες2 ως
προς z στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, τις iw, −iw και για αυτό
το λόγο µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο µε τον τρόπο που δείξαµε.

Ισχυρισµός 12.14. Ισχύει ότι |z|2 = z2, για κάθε z ∈ C.

Αντιπαράδειγµα 12.15. Αν z = 1+2i, τότε |z|2 = 5, ενώ z2 = −3+4i.
Βλέπουµε δηλαδή, ότι το |z|2 είναι πραγµατικός αριθµός, ενώ το z2

δεν είναι. ΄Αρα γενικά ισχύει |z|2 , z2.

Συµπέρασµα 12.16. Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν z ∈ R.

΄Αρα ισχύει η πρόταση:

Πρόταση 12.17. |z|2 = z2 ⇔ z ∈ R

2Βλέπε τη γενική λύση της εξίσωσης z2 + w2 = 0 στο αντιπαράδειγµα 12.9 στη
σελ. 196
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Απόδειξη.

|z|2 = z2 ⇔ zz = z2

⇔ z(z − z) = 0
⇔ z = 0 ή z − z = 0
⇔ z = 0 ή Im(z) = 0
⇔ z ∈ R

�

Ισχυρισµός 12.18. Ισχύει ότι |z|2 = −z2, για κάθε z ∈ C.

Αντιπαράδειγµα 12.19. Αν z = 1+2i, τότε |z|2 = 5, ενώ −z2 = 3−4i.
Βλέπουµε δηλαδή, ότι το |z|2 είναι πραγµατικός αριθµός, ενώ το z2

δεν είναι. ΄Αρα γενικά ισχύει |z|2 , −z2.

Συµπέρασµα 12.20. Η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν z = 0 ή Re(z) =

0.

΄Αρα ισχύει η πρόταση:

Πρόταση 12.21. |z|2 = −z2 ⇔ z ∈ I = {xi \ x ∈ R}

Απόδειξη.

|z|2 = −z2 ⇔ zz = −z2

⇔ z(z + z) = 0
⇔ z = 0 ή z + z = 0
⇔ z = 0 ή Re(z) = 0
⇔ z ∈ I

�
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Ισχυρισµός 12.22. Για κάθε z,w που ανήκουν στο σύνολο C των
µιγαδικών αριθµών, ισχύει |z +w| = |z| + |w|.

Αντιπαράδειγµα 12.23. Αν z = 1 και w = i, τότε |z +w| = |1 + i | =√
2, ενώ |z| + |w| = |1| + |i | = 2 ,

√
2.

Γενικά ισχύει η παρακάτω πρόταση:

Πρόταση 12.24. Για κάθε z,w που ανήκουν στο σύνολο C των µιγα-
δικών αριθµών, ισχύει |z +w| 6 |z| + |w|.

Παρατήρηση 12.25. Η ισότητα |z +w| = |z| + |w| ισχύει αν και µόνο
αν z = kw, µε k > 0.

Απόδειξη.

|z +w| = |z| + |w| ⇔

(|z +w|)2 = (|z| + |w|)2 ⇔

(z +w)(z +w) = |z|2 + 2|z| · |w| + |w|2 ⇔
zw +wz = 2|z| · |w| ⇔ (12.7)

(zw +wz)2 = 4|z|2 · |w|2 ⇔
(zw +wz)2 = 4zzww ⇔

(zw −wz)2 = 0⇔
zw −wz = 0⇔

zw = wz ⇔

zw = (zw)⇔
zw ∈ R

οπότε αν z = x + yi και w = a + bi έχουµε ισοδύναµα

(x + yi)(a + bi) ∈ R⇔
[xa + yb + (ya − xb)i] ∈ R⇔

ya = xb

Ας εξετάσουµε τωρα τις περιπτώσεις :
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1. Αν a , 0 και b , 0 τότε έχουµε

ya = xb ⇔
x

a
=
y

b
= k > 0

Το k είναι ϑετικό διότι :
΄Οταν υψώνουµε την ισότητα (12.7) στο τετράγωνο, για να ισχύει
η ισοδυναµία, απαιτούµε και τα δύο µέλη να είναι οµόσηµα.
΄Οµως αφού 2|z| · |w| > 0, συνεπάγεται ότι zw +wz > 0.
΄Αρα

zw + (zw) > 0⇔
2Re(zw) > 0⇔
xa + yb > 0

΄Οµως είναι
x

a
=
y

b
οπότε τα γινόµενα xa και yb είναι οµόσηµα.

Εποµένως xa > 0 και yb > 0. Επιπλέον
x

a
> 0 και

y

b
> 0 οπότε

k > 0
Εποµένως

x

a
=
y

b
= k > 0⇔

x = ka, y = kb ⇔

z = ka + kbi ⇔

z = k(a + bi)⇔
z = kw

2. Αν a = 0 τότε επειδή ya = xb έχουµε xb = 0 οπότε x = 0 ή
b = 0. ΄Οµως xa + yb > 0 άρα yb > 0. Αν b = 0 άτοπο, οπότε
x = 0. ∆ηλαδή z = yi και w = bi και αφού y, b ∈ R, υπάρχει
k > 0 τέτοιο ώστε y = kb. Εποµένως z = kw.

3. Αν b = 0 όµοια.
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4. Αν a = 0 και b = 0 τότε επειδή xa + yb > 0, η περίπτωση αυτή
µας οδηγεί σε άτοπο.

�
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Κεφάλαιο 13

ΠΙΝΑΚΕΣ

Πρόταση 13.1. Αν A = O ή B = O τότε AB = O.

Ισχυρισµός 13.2. Αν AB = O τότε A = O ή B = O.

Αντιπαράδειγµα 13.3. ΄Εστω A =

[
1 0
1 0

]
και B =

[
0 0
1 1

]
. ΄Εχουµε

τότε AB = O ενώ A , O και B , O.

Παρατήρηση 13.4. Αν AB = O και A , O τότε ∆ΕΝ ισχύει απαραίτητα
B = O.

Ισχύει όµως το εξής :

Πρόταση 13.5. Αν AB = O και A αντιστρέψιµος, τότε B = O.

Απόδειξη. ΄Εχουµε AB = O⇒ A−1AB = O⇒ IB = O⇒ B = O. �

Παρατήρηση 13.6. Με αντιθετοαντιστροφή έχουµε ότι αν AB , O τότε
A , O καιB , O. Το αντίστροφο όµως, όπως είδαµε και προηγουµένως,
∆ΕΝ ισχύει. ∆ηλαδή αν A , O και B , O ∆Ε συνεπάγεται απαραίτητα
ότι AB , O.
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Πρόταση 13.7. Αν A = O τότε An = O, µε n ∈ N∗.

Ισχυρισµός 13.8. Αν An = O, µε n ∈ N∗ τότε A = O.

Αντιπαράδειγµα 13.9. ΄Εστω A =

[
2 −4
1 −2

]
. ΄Εχουµε τότε A2 = O ενώ

A , O.

Παρατήρηση 13.10. Αν An = O αλλά An−1 , O για κάποιο n >
1, n ∈ N, τότε ο πίνακας A λέγεται µηδενοδύναµος µε δείκτη n.

Πρόταση 13.11. Αν A = I τότε An = I, µε n ∈ N, n > 1.

Ισχυρισµός 13.12. Αν An = I µε n ∈ N, n > 1 τότε A = I.

Αντιπαράδειγµα 13.13. ΄Εστω A =

[
3 −2
4 −3

]
. ΄Εχουµε τότε A2 = I ενώ

A , I.

Παρατήρηση 13.14. Αν An = I αλλά An−1 , I για κάποιο n > 1, n ∈
N, τότε ο πίνακας A λέγεται µοναδοδύναµος µε δείκτη n.

Ισχυρισµός 13.15. Αν AC = BC µε C , O τότε A = B.

Ας αποδείξουµε ότι ο παραπάνω ισχυρισµός ∆ΕΝ ισχύει.
Είναι

AC = BC ⇒ AC − BC = O⇒ (A − B)C = O

΄Οµως ∆ΕΝ ισχύει απαραίτητα ότι A − B = O ⇒ A = B ή C = O.
(Βλέπε 13.2)

Συµπληρωµατικά δίνεται και το επόµενο αντιπαράδειγµα.

Αντιπαράδειγµα 13.16. ∆ίνονται οι πίνακες A =

[
0 1
1 0

]
, B =

[
1 1
0 0

]
και C =

[
0 0
0 1

]
, O. ΄Εχουµε τότε AC = BC =

[
0 1
0 0

]
ενώ A , B.
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Πρόβληµα 13.17. Σε ποια όµως περίπτωση ϑα µπορούµε να συ-
νάγουµε ότι A = B;

Την απάντηση δίνει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 13.18. 1 Αν ο τετραγωνικός πίνακας Cn×n είναι αντιστρέψι-
µος τότε

AC = BC ⇔ A = B

Απόδειξη.

AC = BC ⇔

ACC−1 = BCC−1 ⇔

AI = BI⇔

A = B

�

Ισχυρισµός 13.19. Αν A2 + B2 = O τότε είναι A = O ή B = O.

Αντιπαράδειγµα 13.20. Για τους πίνακες A =

[
6 8
−4 −6

]
και

B =

[
0 −2
2 0

]
ισχύει A2 + B2 =

[
4 0
0 4

]
+

[
−4 0
0 −4

]
= O ενώ είναι A , O

και B , O.

Ισχυρισµός 13.21. Ισχύει ότι AB = BA.

1Οι πίνακες A και B δεν είναι αναγκαίο να είναι τετραγωνικοί. Αφου ο πίνακας
C είναι n × n αρκεί οι πίνακες A και B να είναι m × n.
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Αντιπαράδειγµα 13.22. ∆ίνονται οι πίνακες A =

[
1 1
0 0

]
και B =[

0 0
0 1

]
. ΄Εχουµε τότε AB =

[
0 1
0 0

]
ενώ BA = O. ΄Αρα AB , BA.

Συµπέρασµα 13.23. Στους πίνακες, η αντιµεταθετική ιδιότητα ως
προς τον πολλαπλασιασµό, γενικά ∆ΕΝ ισχύει.

Ισχυρισµός 13.24. Αν AB = BA τότε AB = BA = I. ∆ηλαδή αν δύο
πίνακες αντιµετατίθονται, τότε είναι αντίστροφοι µεταξύ τους.

Αντιπαράδειγµα 13.25. ΄Εστω οι πίνακες A =

[
0 1
1 0

]
και B =

[
2 0
0 2

]
.

΄Εχουµε τότε

AB = BA =

[
0 2
2 0

]
΄Αρα αφού AB = BA , I, σηµαίνει πως αντιµετατίθονται, αλλα δεν
είναι αντίστροφοι µεταξύ τους.

Ισχύει η επόµενη πρόταση:

Πρόταση 13.26. ΄Εστω ο πίνακας An×n και E το σύνολο των πινάκων
X µε την ιδιότητα XA = AX. Τότε :

1. E , ∅

2. Αν ο πίνακας M ∈ E, τότε και ο λ ·M ∈ E για κάθε λ ∈ R.

3. Αν οι πίνακες M,N ∈ E τότε και οι πίνακες (M + k ·N), (k ·M ·N)
µε k ∈ R, είναι στοιχεία του συνόλου E.

4. Αν XA = AX = I τότε ο πίνακας X ονοµάζεται αντίστροφος του A
και είναι µοναδικός. Γράφουµε τότε X = A−1.

5. Αν ο πίνακας X αντιστρέφεται, τότε και ο αντίστροφός του, ο X−1

ανήκει στο σύνολο E.
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Απόδειξη. 1. ΄Ενας πίνακας µε την ιδιότητα του πίνακα X είναι ο
µοναδιαίος πίνακας In×n αφού IA = AI οπότε In×n ∈ E, και άρα
E , ∅.

2. Αν M ∈ E, τότε MA = AM , οπότε (λM)A = λ(MA) = λ(AM) =

A(λM). ΄Αρα λM ∈ E.

3. Είναι MA = AM και NA = AN οπότε

(M + kN)A = MA + kNA

= AM + kAN

= A(M + kN)

και

(kMN)A = kM(NA)
= kM(AN)
= k(MA)N
= k(AM)N
= A(kMN)

4. ΄Εστω ότι υπάρχει ένας πίνακας B , X τέτοιος ώστε BA = AB = I.
Θα δείξουµε ότι B = X. Είναι

AB = I⇔

XAB = XI⇔

IB = X⇔

B = X

5. Είναι

XA = AX⇔

X−1XA = X−1AX⇔

IAX−1 = X−1AXX−1 ⇔

AX−1 = X−1AI⇔

AX−1 = X−1A
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�

Ισχυρισµός 13.27. Οι γνωστές ταυτότητες

(A ± B)2 = A2 ± 2AB + B2

A2 − B2 = (A − B)(A + B)
A3 − B3 = (A − B)(A2 + AB + B2) κτλπ.

που ισχύουν για τους πραγµατικούς αριθµούς, ισχύουν και για τους
πίνακες.

Αντιπαράδειγµα 13.28. ∆ίνονται οι πίνακες A =

[
1 1
0 0

]
και B =[

0 0
0 1

]
. ΄Εχουµε τότε A2 − B2 =

[
1 1
0 −1

]
ενώ (A − B)(A + B) =[

1 1
0 −1

] [
1 1
0 1

]
=

[
1 2
0 −1

]
. ΄Αρα A2 − B2 , (A − B)(A + B). ΄Οµοια

και για τις άλλες ταυτότητες.

Συµπέρασµα 13.29. Οι γνωστές ταυτότητες των πραγµατικών αριθ-
µών µε δύο 2 µεταβλητές ισχύουν και για τους πίνακες αν και µόνο αν
οι δύο πίνακες αντιµετατίθενται ως προς τον πολλαπλασιασµό.

Απόδειξη. Θα δείξουµε την ταυτότητα A2−B2 = (A−B)(A+B). Ισχύει
ότι AB = BA και έχουµε

(A − B)(A + B) = A2 + AB − BA − B2 ⇔

= A2 + AB − AB − B2 ⇔

= A2 − B2

΄Οµοια και για τις άλλες ταυτότητες. �

2Για ταυτότητες µε περισσότερες µεταβλητές, απαιτούνται για την ισχύ τους πολ-
λές συνθήκες ως προς την αντιµεταθετικότητα και κατά περίπτωση διαφορετικές.
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Πρόταση 13.30. Αν A = B τότε A2 = B2.

Ισχυρισµός 13.31. Αν A2 = B2 τότε A = B ή A = −B.

Υπάρχουν δύο λόγοι που αυτό δεν είναι σωστό. Ο πρώτος λόγος
είναι ότι ∆ΕΝ ισχύουν οι ταυτότητες, όπως είδαµε και πριν. ΄Ετσι δε
γίνεται να γράψουµε ότι A2 −B2 = (A−B)(A+B) = O εκτός αν οι δύο
πίνακες αντιµετατίθενται.
Ακόµα και αν ισχύει ότι AB = BA υπάρχει και δεύτερος λόγος που
αυτό δεν είναι σωστό : Το γινόµενο δύο µη µηδενικών πινάκων µπορεί
να είναι ένας µηδενικός πίνακας. Οπότε σε αυτή την περίπτωση είναι
λάθος από την ισότητα (A − B)(A + B) = O να εξάγουµε ότι A − B =

O⇒ A = B ή A + B = O⇒ A = −B.

Αντιπαράδειγµα 13.32. ∆ίνονται οι πίνακες A =

[
1 0
0 1

]
και B =[

0 1
1 0

]
.

΄Εχουµε A2 = B2 = I και παρά το ότι ισχύει A2−B2 = (A−B)(A+B) = O
αφού AB = BA, είναι όµως A , B και A , −B.

Παρατήρηση 13.33. Γενικά ισχύει ότι αν A = B τότε An = Bn για
κάθε n ∈ N, αλλά το αντίστροφο ∆ΕΝ ισχύει για τους λόγους που
αναφέρθηκαν.

Αντιπαράδειγµα 13.34. Για τους προηγούµενους πίνακες A =

[
1 0
0 1

]
και B =

[
0 1
1 0

]
είναι A10 = B10 = I ενώ A , B και A , −B.

Ισχυρισµός 13.35. Αν An = Ak µε n, k ∈ N και A , I,O, τότε n = k.

209



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13. ΠΙΝΑΚΕΣ

Εδώ έχουµε

An = Ak ⇒

An − Ak = O⇒

An
(
I − Ak−n

)
= O⇒

αλλά όπως είδαµε και πριν, είναι λάθος να συµπεράνουµε ότι An = O
ή Ak−n = I. Ακόµα και αν αυτό ισχύει, τότε ∆ΕΝ ισχύει οπωσδήποτε ότι
k −n = 0⇒ k = n γιατί ο πίνακας A µπορεί να είναι µοναδοδύναµος
µε κάποιο δείκτη που είναι διαρέτης του k − n.

Αντιπαράδειγµα 13.36. Για τον πίνακα A =

[
0 1
1 0

]
ισχύει ότι A4 =

A10 = I.

Πρόταση 13.37. Αν A = B τότε |A| = |B|.

Ισχυρισµός 13.38. Αν |A| = |B| τότε A = B.

Αντιπαράδειγµα 13.39. ΄Εστω οι πίνακες A =

[
1 0
0 0

]
και B =

[
0 1
0 0

]
.

΄Εχουµε τότε |A| = |B| = 0 αλλά A , B.

Ισχυρισµός 13.40. Αν δύο πίνακες είναι αντιστρέψιµοι, τότε και το
άθροισµά τους αντιστρέφεται.

Αντιπαράδειγµα 13.41. Οι πίνακες A =

[
0 1
1 1

]
και B =

[
0 −1
1 1

]
είναι αντιστρέψιµοι αφού |A| = −1 , 0 και |B| = 1 , 0. ΄Οµως το

άθροισµά τους είναι A + B =

[
0 0
2 2

]
, οπότε |A + B| = 0 και άρα ∆ΕΝ

αντιστρέφεται.
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Ισχυρισµός 13.42. Αν δύο πίνακες ∆ΕΝ είναι αντιστρέψιµοι, τότε και
το άθροισµά τους ∆ΕΝ αντιστρέφεται.

Αντιπαράδειγµα 13.43. Οι πίνακες A =

[
0 1
0 0

]
και B =

[
0 0
1 0

]
∆ΕΝ

είναι αντιστρέψιµοι αφού |A| = 0 και |B| = 0. ΄Οµως το άθροισµά τους

είναι A + B =

[
0 1
1 0

]
, οπότε |A + B| = −1 , 0 και άρα αντιστρέφεται.

Συµπέρασµα 13.44. Το άθροισµα πινάκων µπορεί να είναι ή και να
µην είναι αντιστρέψιµο, ανεξάρτητα από την αντιστρεψιµότητα καθενός
από αυτών ξεχωριστά.

Ισχύει όµως η επόµενη πρόταση σχετικά µε την αντιστρεψιµότητα
των πινάκων και του γινόµενου αυτών.

Πρόταση 13.45. Οι πίνακες A και B είναι αντιστρέψιµοι αν και µόνο
αν το γινόµενό τουςAB αντιστρέφεται. Επιπλέον είναι (AB)−1 = B−1A−1.

Απόδειξη. Ο πίνακας AB αντιστρέφεται αν και µόνο αν |AB| , 0.
΄Εχουµε τότε ισοδύναµα:

|AB| , 0⇔
|A| · |B| , 0⇔

|A| , 0 και |B| , 0⇔
Α και Β αντιστρέψιµοι

Επίσης είναι ABB−1A−1 = AIA−1 = I και B−1A−1AB = B−1IB = I. �

Παρατήρηση 13.46. Αν επιπλέον οι πίνακεςA καιB αντιµετατίθενται,
δηλαδή AB = BA, τότε ισχύει (AB)−1 = A−1B−1 αφού είναι (AB)−1 =

(BA)−1 = A−1B−1. Επίσης και οι αντίστροφοι πίνακες των A και B
αντιµετατίθενται, δηλαδή A−1B−1 = B−1A−1, αφού (AB)−1 = (BA)−1.

Παρατήρηση 13.47. Αν ο πίνακας A αντιστρέφεται ενώ ο AB όχι,
τότε και ο πίνακας B ∆ΕΝ αντιστρέφεται, γιατί αν ήταν αντιστρέψιµος
ϑα ήταν αντιστρέψιµος και ο AB, που είναι άτοπο.
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Πρόταση 13.48. ΄Εστω A, B τετραγωνικοί πίνακες. Αν AB = BA τότε
(AB)n = AnBn µε n ∈ N.

Απόδειξη. Για n = 1 ισχύει, και έστω ότι ισχύει για τυχαίο n ∈ N µε
n > 1. Θα δείξουµε ότι ισχύει

(AB)n+1 = An+1Bn+1

Είναι

(AB)n+1 = A (BA)(BA) · · · (BA)︸                 ︷︷                 ︸
n όροι

B

= A(BA)nB
= A(AB)nB
= AAnBnB

= An+1Bn+1

�

Ισχυρισµός 13.49. Αν (AB)n = AnBn µε n ∈ N τότε AB = BA.

Αντιπαράδειγµα 13.50. ΄Εστω οι πίνακες A =

[
1 0
0 0

]
και B =

[
0 1
0 0

]
.

΄Εχουµε τότε (AB)2 = A2B2 = O ενώ AB =

[
0 1
0 0

]
και BA = O, δηλαδή

AB , BA.

Παρατήρηση 13.51. Αυτο συµβαίνει γιατί οι πίνακες A και B ∆ΕΝ
είναι αντιστρέψιµοι, αφού |A| = |B| = 0.
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Μέρος III

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ
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Παράρτηµα Αʹ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ

Αρχή του Ελαχίστου : 1

Κάθε µη κενό υποσύνολο S των ϕυσικών αριθµών έχει ελάχιστο
στοιχείο.
∆ηλαδή, υπάρχει a ∈ S τέτοιο ώστε a 6 s για κάθε s ∈ S.

Αρχή της Επαγωγής :
΄Εστω ένα σύνολο S ⊂ N το οποίο ικανοποιεί τις παρακάτω ιδι-
ότητες :

1. Ο αριθµός 1 ανήκει στο S.

2. Αν n ∈ S τότε n + 1 ∈ S.

Τότε έχουµε S = N.

Πρόταση Αʹ.1. Η Αρχή του Ελαχίστου και η Αρχή της Επαγωγής είναι
λογικά ισοδύναµες προτάσεις.

Απόδειξη. .
Ευθύ: Θα αποδείξουµε την Αρχή της Επαγωγής µε ϐάση την Αρχή
του Ελαχίστου.
΄Εστω σύνολο S ⊂ N που ικανοποιεί τις υποθέσεις της Αρχής της Επα-
γωγής, και το συµπλήρωµα αυτού, το σύνολο N\S = {οι ϕυσικοί n <

1Είναι γνωστή και σαν Αρχή της Καλής ∆ιάταξης (Well-Ordering Principle)
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S}. Αν υποθέσουµε ότι S , N, το σύνολο N\S είναι µη κενό. Τότε,
σύµφωνα µε την Αρχή του Ελαχίστου, το N\S έχει ελάχιστο στοιχείο,
έστω a. ΄Οµως 1 ∈ S ⇒ 1 < N\S, οπότε a > 1 και επειδη a είναι
το ελάχιστο στοιχείο του N\S, έχουµε a − 1 ∈ S. Οπότε από τη (ϐ΄)
υπόθεση της Αρχής της Επαγωγής ισχύει ότι

(a − 1) + 1 ∈ S (Αʹ.1)
a ∈ S (Αʹ.2)

΄Ατοπο, αφού το a ανήκει στο συµπλήρωµα του S. ΄Αρα το σύνολο N\S
είναι κενό, οπότε S = N.
Αντίστροφο: Θα αποδείξουµε την Αρχή του Ελαχίστου µε ϐάση την
Αρχή της Επαγωγής.
΄Εστω µη κενό σύνολο S ⊂ N το οποίο ας υποθέσουµε ότι δεν έχει
ελάχιστο στοιχείο. Αφού το S είναι υποσύνολο των ϕυσικών, υπάρ-
χει ένα σύνολο ϕυσικών, έστω A, τέτοιο ώστε να περιέχει όλους τους
ϕυσικούς που είναι µικρότεροι σπό όλα τα στοιχεία του S. ΄Αρα το 1
ανήκει στο A, γιατί αλλιώς ϑα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του S. ΄Εστω
ότι n ∈ A, τότε για κάθε s ∈ S είναι n < s. ΄Οµως αφού από την
υπόθεση το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο, έχουµε ότι n + 1 < S, γιατί
διαφορετικά το n + 1 ϑα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του S, αφού το
αµέσως προηγούµενό του, το n, ανήκει στο A. Σύµφωνα όµως µε την
Αρχή της Επαγωγής, αφού n ∈ A ⇒ n + 1 ∈ A, οπότε A = N και άρα
το S είναι κενό, άτοπο.
Εποµένως, το µη κενό σύνολο S ⊂ N, έχει ελάχιστο στοιχείο. �

Πρόταση Αʹ.2 (Μέθοδος της Μαθηµατικής Επαγωγής). ΄Εστω P(n)
µια προτάση που εξαρτάται από το ϕυσικό αριθµό n. Αν υποθέσουµε
ότι :

1. Η πρόταση P(1) αληθεύει.

2. Για κάθε n > 1, αν η πρόταση P(n) αληθεύει, τότε και η P(n + 1)
αληθεύει.

Τότε η πρόταση P(n) αληθεύει για κάθε n > 1.
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Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τη Μέθοδο της Μαθηµατικής Επαγωγής
µε ϐάση την Αρχή του Ελαχίστου.
΄Εστω ότι η πρόταση P(1) αληθεύει, και για κάθε n > 1, που η πρότα-
ση P(n) αληθεύει, τότε και η P(n + 1) αληθεύει. Ας υποθέσουµε ότι
η πρόταση P(n) ∆ΕΝ αληθεύει για κάθε n > 1. ΄Ετσι, ϑα υπάρχει
κάποιο n για το οποίο η P(n) δεν αληθεύει, οπότε το σύνολο των
ϕυσικών που αποτελείται από όλα στοιχεία για το οποία η P(n) δεν
αληθεύει, έστω A, είναι µη κενό. Σύµφωνα µε την Αρχή του Ελα-
χίστου, αυτό το σύνολο ϑα έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω a. ΄Αρα P(a)
δεν αληθεύει, και P(n) αληθεύει για κάθε n < a.
Το a δε µπορεί να είναι το 1, γιατί το P(1) αληθεύει από την υπόθεση.
Οπότε a > 1. ΄Ετσι a − 1 < A, και άρα η πρόταση P(a − 1) είναι αλη-
ϑής. Αλλά από την υπόθεση, έχουµε ότι και η P[(a − 1) + 1] = P(a)
πρέπει να είναι αληθής, άτοπο.
΄Αρα η πρόταση P(n) αληθεύει για κάθε n > 1. �
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Παράρτηµα Βʹ

ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΗΣ ΚΑΙ
ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ

Πρόταση Βʹ.1. 1 Μια υπακολουθία της ακολουθίας an συγκλίνει στο
x αν και µόνο αν το x είναι σηµείο συσσώρευσης της ακολουθίας an.

΄Οµως για κάθε ϕραγµένη ακολουθία, υπάρχει πάντα µία του-
λάχιστον υπακολουθία αυτής που συγκλίνει. ΄Αρα έχουµε το εξής :

Θεώρηµα Βʹ.2 (Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες.). Κάθε
ϕραγµένη ακολουθία, έχει ένα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης.

Πρόταση Βʹ.3. 2 Το στοιχείο x είναι σηµείο συσσώρευσης ενός συνόλου
Α, αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία an στοιχείων του Α, διαφορετικών
ανά δύο, που συγκλίνει στο x.

Σηµαντικό είναι επίσης να γνωρίζουµε ότι :

Πόρισµα Βʹ.4. Για κάθε σηµείο συσσώρευσης ενός συνόλου Α, υπάρ-
χουν άπειρα (τολάχιστον αριθµήσιµα) το πλήθος, διάφορα µεταξύ τους,
σηµεία του Α, που ανήκουν σε µια περιοχή του σηµείου συσσώρευσης.

1Βλέπε 15, σελ.82.
2Βλέπε 15, σελ.83-84.
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Η απειρία των σηµείων ενός συνόλου είναι αναγκαία µόνο συν-
ϑήκη για να έχει αυτό το σύνολο σηµεία συσσώρευσης. Για παράδειγ-
µα το σύνολο των ϕυσικών αριθµών, έχει άπειρα σηµεία χωρίς κανένα
σηµείο συσσώρευσης. Αν επιπλέον το σύνολο είναι και ϕραγµένο, τότε
έχουµε και την ικανή συνθήκη, δηλαδή:

Θεώρηµα Βʹ.5 (Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για σύνολα.). Κάθε
ϕραγµένο και µε άπειρο πλήθος σηµείων σύνολο, έχει ένα τουλάχιστον
σηµείο συσσώρευσης.

1. Μια ακολουθία συγκλίνει αν

• είναι ϕραγµένη
και

• έχει ΄ΕΝΑ ΜΟΝΟ σηµείο συσσώρευσης.

Εποµένως συγκλίνει σε αυτό το σηµείο συσσώρευσης.
Αυτό προκύπτει από τον ορισµό της σύγκλισης ακολουθίας και
απο τον ορισµό του σηµείου συσσώρευσης.3

2. Μια ακολουθία έχει σηµείο συσσώρευσης αν

• το σύνολο τιµών της, έχει σηµείο συσσώρευσης
ή

• υπάρχει τιµή της, που την παρουσιάζει άπειρες ϕορές.

Παράδειγµα Βʹ.6. 4 Η ακολουθία an = (−1)n έχει σύνολο τιµών το
σύνολο {−1,1} που περιέχει δύο µόνο τιµές. ΄Αρα το σύνολο τιµών
∆ΕΝ έχει σηµείο συσσώρευσης.
΄Οµως οι τιµές -1 και 1 παρουσιάζονται άπειρες ϕορές από την ακο-
λουθία, οπότε η an έχει δύο σηµεία συσσώρευσης. ΄Ετσι ϐλέπουµε
ότι παρόλο που το σύνολο τιµών ∆ΕΝ έχει σηµείο συσσώρευσης, η
ακολουθία έχει και µάλιστα δύο.
΄Αρα η an είναι ϕραγµένη αλλά µε δύο σηµεία συσσώρευσης, οπότε
∆Ε συγκλίνει.

3Για απόδειξη ϐλέπε 21, σελ.153.
4Βλέπε το [4] στη σελ.45
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 1ο:
Αν το x είναι σηµείο συσσώρευσης µιας ακολουθίας an δε σηµαίνει α-
παραίτητα ότι είναι σηµείο συσσώρευσης και του συνόλου τιµών της. 5

Παράδειγµα Βʹ.7. Η ακολουθία

an =

{
1, n περιττός
1
n , n άρτιος = (1,

1
2
,1,

1
4
,1,

1
6
, . . .)

έχει δύο σηµεία συσσώρευσης, τα 0 και 1. ΄Οµως το σύνολο τιµών της
ακολουθίας, είναι το

(1,
1
2
,
1
4
,
1
6
, . . .)

και έχει σηµείο συσσώρευσης µόνο το 0.
΄Αρα η an είναι ϕραγµένη αλλά µε δύο σηµεία συσσώρευσης, οπότε
∆Ε συγκλίνει.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 2ο:
΄Ενα σηµείο συσσώρευσης x0 µιας ακολουθίας an είναι και σηµείο
συσσώρευσης του συνόλου τιµών αυτής, αν και µόνο αν, υπάρχει
υπακολουθία της ακολουθίας an, µε όρους διάφορους ανά δύο, που
συγκλίνει στο σηµείο συσσώρευσης x0.

Παράδειγµα Βʹ.8. Η ακολουθία

an =

{
1, n = 2k − 1
n, n = 2k = (1,2,1,4,1,6, . . .)

όπου k ϑετικός ακέραιος, έχει ένα µόνο σηµείο συσσώρευσης, το 1,
ενώ το σύνολο τιµών της ακολουθίας κανένα.
Η ακολουθία an ∆ΕΝ είναι ϕραγµένη και έχει ένα µόνο σηµείο συσ-
σώρευσης, και άρα αποκλίνει.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ 3ο:
Το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης του συνόλου τιµών µιας ακο-
λουθίας είναι υποσύνολο του συνόλου των σηµείων συσσώρευσης της
ακολουθίας.6

5Βλέπε το [15] στη σελ.84, καθώς και το [21] στη σελ.151.
6Για απόδειξη ϐλέπε 21, σελ.150.
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Παράρτηµα Γʹ

ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Πρόβληµα Γʹ.1. ∆ίνεται η συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιµη στο
διάστηµα D ⊆ R. Στο τυχαίο σηµείο x0 ∈ D είναι

f ′(x0) = a ∈ R

΄Οµως από τον ορισµό της παραγώγου, έχουµε

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

=
0
0

και µε εφαρµογή του κανόνα De L’Hospital έχουµε

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)

οπότε
f ′(x0) = lim

x→x0
f ′(x) = a ∈ R

Αν όµως το lim
x→x0

f ′(x) υπάϱχει και είναι πϱαγµατικός αϱιϑµός, η f ′(x)

είναι συνεχής στο x0 ∈ D.
΄Ατοπο, γιατί υπάϱχουν συναϱτήσεις µε ΑΣΥΝΕΧΗ παϱάγωγο. 1

1Επίσης από το Θ. Darboux συνάγεται ότι δεν υπάρχουν συναρτήσεις µε πα-
ϱάγωγο που έχει αιρόµενη ασυνέχεια ή πηδήµατα. Η παράγωγος είτε ϑα είναι
συνεχής είτε ϑα έχει ουσιώδη ασυνέχεια (2ου είδους). Βλέπε [15], σελ.288.
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Για τη συνάρτηση

f (x) =

{
x2 sin

(
1
x

)
, x , 0

0, x = 0

του παραδείγµατος 9.29 στη σελ. 147, ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει το
lim
x→0

f ′(x) και άρα η f ′ παρουσιάζει ουσιώδη ασυνέχεια στο x = 0.
΄Οµως η f ′(0) υπάρχει και ισούται µε µηδέν !
Οπότε, αν υπάρχει η f ′(x0) δε σηµαίνει απαραίτητα ότι υπάρχει και
το lim

x→x0
f ′(x), γιατί τότε ϑα είχαµε οπωσδήποτε την f ′(x) συνεχή στο

x0, πράγµα άτοπο, αφού υπάρχουν συναρτήσεις µε µη συνεχή πα-
ϱάγωγο. Επίσης ούτε το αντίστροφο ισχύει. ∆ηλαδή, αν υπάρχει το
lim
x→x0

f ′(x), δε συνεπάγεται ότι υπάρχει και η f ′(x0). Απαραίτητη προ-

ϋπόθεση για να έχουµε αυτό το συµπέρασµα είναι η συνέχεια της f
και ειδικά στο x0.
Ισχύει το εξής :

Πόρισµα Γʹ.2. 2 Αν η f είναι συνεχής στο διάστηµα D και παραγωγίσι-
µη στο D \ {x0} και υπάρχει το lim

x→x0
f ′(x), τότε υπάρχει και η f ′(x0) και

είναι lim
x→x0

f ′(x) = f ′(x0).

Είναι αδύνατο για τη συνεχή f να υπάρχει το lim
x→x0

f ′(x) και να µην

είναι ίσο µε f ′(x0). ∆ηλαδή η f ′(x) ϑα είναι συνεχής στο x0.
Επίσης ισχύει το παρακάτω:

Πόρισµα Γʹ.3. 3 Αν η f ′(x) υπάρχει στο διάστηµα [a, b], τότε η f ′(x)
δε µπορεί να έχει πεπερασµένα πηδήµατα στο [a, b].

Η f παρουσιάζει πεπερασµένο πήδηµα 4 στο x0, αν τόσο το αριστε-
ϱό όσο και το δεξιό όριο της f στο x0 υπάρχει στο R και είναι διάφορα
µεταξύ τους, δηλαδή

lim
x→x0−

f (x) , lim
x→x0+

f (x)

2Βλέπε 17, πόρισµα 18.24.
3Βλέπε [4], σελ.160, ασκ.15
4Βλέπε [4], σελ.122
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΄Αρα η f ′(x) ή ϑα είναι συνεχής ή ϑα είναι ασυνεχής µε ουσιώδη
ασυνέχεια. 5

Απαντάµε έτσι και στο ερώτηµα:
Είναι σωστό να υπολογίζουµε την f ′(x) στο x0 όπου αλλάζει ο τύπος
της f χωρίς τη χρήση του ορισµού της παραγώγου, δηλαδή χωρίς

τον υπολογισµό του lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

αλλά να υπολογίζουµε µόνο το

lim
x→x0

f ′(x);

Απάντηση:
΄Οχι, γιατί αν δεν υπάρχει το lim

x→x0
f ′(x), δεν έχουµε απαραίτητα και

τη µη ύπαρξη της παραγώγου f ′(x0). Απλά µπορεί να σηµαίνει ότι
η f ′(x) είναι ασυνεχής στο x0. Αν όµως υπάρχει το lim

x→x0
f ′(x) και η f

είναι συνεχής στο x0, τότε είναι και η f ′ συνεχής στο x0.
Η συνάρτηση

f (x) =

{
x, x 6 0

x + 1, x > 0

του παραδείγµατος 9.27 στη σελ. 147, παρά το ότι έχει lim
x→0

f ′(x) = 1
ενώ η f ′(0) δεν υπάρχει, δεν έρχεται σε αντίφαση µε τα προηγούµε-
να, γιατί δεν είναι συνεχής στο µηδέν. ΄Ετσι δεν έχει εφαρµογή το
πόρισµα Γʹ.2 στη σελ. 224.

5Βλέπε [16], σελ.103,104,106
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